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Vorwort

Grundlegende Probleme im Bereich der additiven analytischen Zahlentheorie sind die
sogenannten Partitionenprobleme. Untersucht wird dabei — zu einer gegebenen positi-
ven ganzen Zahl n — die Anzahl p*(n) der verschiedenen Partitionen oder Zerleqgungen
von n. Hierbei ist eine Partition von n eine Darstellung von n als Summe von positiven
ganzen Zahlen, welche gewissen Einschrankungen unterliegen.

Der Zusammenhang zwischen den Partitionenproblemen und den Modulformen von
negativem Gewicht besteht nun darin, daf viele dieser Partitionenanzahlen p*(n) als
Fourierkoeffizienten von Modulformen von negativem Gewicht auftreten.

Im Fall des klassischen Partitionenproblems, des Problems, die Anzahl p(n) der unein-
geschrénkten Partitionen von n zu berechnen, fiihrt dies auf die 1877 von R. DEDEKIND
eingefiithrte Funktion

77(7') — 6%7 H(l . 627rimT)7
m=1

welche auf H holomorph und von Null verschieden ist.

Die Funktion n~! erweist sich als auf H holomorphe Modulform zur vollen Modul-
gruppe vom Gewicht —% zu einem gewissen Multiplikatorsystem v, 1. Sie besitzt eine
Fourierentwicklung der Form

n7i ) = e Y p(n)etm T (7€ HY.
n=1

Griindend auf den funktionalen Eigenschaften von n~! erhielten G. H. HARDY und
S. RAMANUJAN im Jahre 1917 aus der obigen Darstellung zunéchst asymptotische
Formeln fiir die Funktion p(n) (vgl. [5], S. 75-115). Spéter, im Jahre 1937, konnte
H. RADEMACHER die Funktion p(n) in Form einer absolut konvergenten Reihe exakt
darstellen (vgl. [16], S. 251).
All diese Ergebnisse beruhten auf der Anwendung der sogenannten FAREY-dissection
auf den Integrationsweg in der Integraldarstellung der Fourierkoeffizienten von n=!.
Ebenfalls unter Zuhilfenahme dieser Methode wurden in den Jahren 1938-40 dann
auch die Fourierkoeffizienten beliebiger Modulformen von negativem Gewicht von H.
RADEMACHER und H. S. ZUCKERMAN (s. [19] und [23]) bestimmt.
In diesen Abhandlungen wurde allerdings vorausgesetzt, dafl die betrachtete Modul-
form in einem Fundamentalbereich der Modulgruppe bis auf Pole erster Ordnung in
seinem Innern holomorph ist, d.h. insbesondere in den elliptischen Fixpunkten der
Modulgruppe waren keine Pole zugelassen.
In der vorliegenden Arbeit soll eine Methode zur Konstruktion von Modulformen belie-
bigen negativen Gewichts zur vollen Modulgruppe, welche Pole héchstens erster Ord-
nung in Punkten innerhalb eines Fundamentalbereichs der Modulgruppe und in den
elliptischen Fixpunkten p := e und i der Modulgruppe besitzen, vorgestellt werden.
Die Ausfiihrungen orientieren sich im wesentlichen an dem Artikel [13] von H. PE-
TERSSON aus dem Jahre 1950.



Vorwort 2

Es werden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer solchen
Modulform gegeben werden, welche in Beziehung stehen zu dem Vektorraum der Spit-
zenformen vom Gewicht r > 2.

SchliefSlich wird im Falle ihrer Existenz die vollstéindige Bestimmung der Fourierkoef-
fizienten einer solchen Form von negativem Gewicht stattfinden.

Diese Ergebnisse bilden nun einen anderen Zugang zum klassischen Partitionenpro-
blem als den von RADEMACHER, indem man mit ihnen die Partitionenanzahl ohne
Zuhilfenahme der FAREY-dissection bestimmt.

Das erste Kapitel fafit grundlegende Bezeichnungen und Aussagen zur Modulgruppe,
zur DEDEKINDschen Eta-Funktion und zu den fiir die Darstellung der Fourierkoeffizi-
enten notwendigen Bessel-Funktionen zusammen.

Inhalt des zweiten Kapitels ist die eingehende Untersuchung der Systeme von Multi-
plikatoren vom Betrag 1, welche in der Transformationsformel der Modulformen von
nicht-ganzem Gewicht auftreten.

Die Definition und die elementaren Eigenschaften der Modulformen von beliebigem
reellen Gewicht zur vollen Modulgruppe sind Thema des dritten Kapitels dieser Arbeit.

Die Kapitel IV und V beschéftigen sich mit den auf der oberen Halbebene holomorphen
Modulformen vom Gewicht r > 2. Zunéchst erfolgt die Einfiithrung der sogenannten
PoiNCcAREschen Reihen vom Gewicht 7 > 2 zur Modulgruppe, ihr Konvergenznach-
weis (Satz IV.1.3) und eine vollstandige Bestimmung ihrer Fourierkoeffizienten (Satz
IV.2.4). Anschliefend werden die Vektorrdume der ganzen Modulformen und der Spit-
zenformen vom Gewicht r > 2 untersucht, die Endlichkeit ihrer Dimension nachgewie-
sen und jeweils eine Basis dieser Vektorrdume aus gewissen der POINCAREschen Reihen
angegeben.

Die Konstruktion der Modulformen von negativem Gewicht zeigt Analogien zur Parti-
albruchzerlegung im Bereich der rationalen Funktionen.

Grundelemente hierfiir bilden die in Kapitel VI definierten Partialbruchreihen H,(T,v, 2)
fiir » > 2. Eine Untersuchung dieser Reihen als Funktionen von 7 auf H bei festem
z € H und als Funktionen von z auf H bei festem 7 € H zeigt, daf sie als Funktionen
von 7 € H Fourierkoeffizienten der Form F,_,.(z,v™',m + k) besitzen, welche fiir sich
genommen auf H holomorphe Funktionen von z darstellen.

Der anschlielende Hauptsatz iber Modulformen von negativem Gewicht (Satz V1.2.4)
beinhaltet notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, wann es sich bei einer
Linearkombination aus Werten der Funktionen H, an vorgegebenen Stellen 7 = ¢;
(t=1,...,K) in einem Fundamentalbereich der Modulgruppe und den Fourierkoef-
fizienten Fy_,.(z,v"!,m + k) fiir r > 2 um eine Modulform vom Gewicht 2 —r < 0
zur Modulgruppe und zum Multiplikatorsystem v~' handelt, welche an den Stellen ¢;
(t=1,...,K) hochstens Pole erster Ordnung besitzt.

In diese Bedingungen gehen die Ergebnisse aus den Kapiteln IV und V ein.
Weiterhin gibt der Hauptsatz eine explizite Formel fiir die Fourierkoeffizienten der durch
diese Linearkombination eindeutig bestimmten Modulform von negativem Gewicht.
Diese lassen sich linear kombinieren aus den Werten gewisser POINCAREscher Reihen



Vorwort 3

in den Punkten 7 =¢; (i =1,..., K) und einigen ihrer Fourierkoeffizienten.

Im siebten Kapitel erfolgt dann die Anwendung eines Spezialfalles des Hauptsatzes aus
Kapitel VI auf das klassische Partitionenproblem.

Bei der Modulform 1~!, deren Fourierkoeffizienten zu diesem Zweck bestimmt werden
sollen, handelt es sich ndmlich um eine Modulform vom Gewicht —%, welche auf H
holomorph ist.

Es wird gezeigt, dal die 1937 von RADEMACHER entdeckte Formel fiir die Partitio-
nenanzahl p(n) mit derjenigen iibereinstimmt, welche man aus dem Hauptsatz erhilt,
indem man aus der Fourierentwicklung der Funktion 7! und aus ihrem Transforma-
tionsverhalten die Parameter des Problems bestimmt und einige Umformungen vor-
nimmt.

Dieses letzte Kapitel schliefft mit ergénzenden Aussagen iiber Modulformen von halb-
zahligem negativen Gewicht (d.h. vom Gewicht —% mit k& € IN), welche auf der oberen
Halbebene holomorph sind und mit einigen Konsequenzen, die sich daraus unter ge-
wissen Voraussetzungen fiir die Fourierkoeffizienten spezieller POINCAREscher Reihen
ergeben.

Mein herzlicher Dank gilt Herrn Prof. Dr. Heinrich Lang fiir die Einfiihrung in das
Arbeitsgebiet der analytischen Zahlentheorie und die freundliche Betreuung.



Kapitel 1
Grundlagen

Inhalt dieses Kapitels ist die Einfithrung grundlegender Bezeichnungen, welche in dieser
Arbeit benttigt werden. Im Hinblick auf die Modulgruppe und die DEDEKINDsche Eta-
Funktion wird hierbei im wesentlichen auf die Literatur von T. M. APOSTOL und R.
A. RANKIN (s. [2], [20]) zuriickgegriffen. Die bendtigten Aussagen iiber die Bessel-
Funktionen stiitzen sich sdmtlich auf die Ausfithrungen von G. N. WATSON (s. [22]).
Zum genaueren Studium der Einzelheiten sei auf die angegebene Literatur verwiesen.

1 Die Modulgruppe

Die Menge aller M6bius-Transformationen der Form

at +b

et +d

mit a,b,c,d € Z und ad — bc = 1 heifit Modulgruppe. Diese Gruppe kann durch

ganzzahlige 2 x 2-Matrizen dargestellt werden.
Die Gruppe

St:=98(1) =

1I:=SL(2;Z) :={S=(2Y) | a,b,c,d € Z,det S =1}

bildet beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe mit Einselement E = (}9)
und heift (homogene, rationale) Modulgruppe.

In fester Bezeichnung treten die folgenden Matrizen (bzw. Transformationen) auf:
Die Einheitsmatrix £ = (}9), die Translationsmatrizen 7' = (3 1) und 7" = (%)
fiir n € Z mit T"(7) = 7 + n, die Inversionsmatrix J = ( ° §) mit J(7) = —= sowie
Vi=T"1T=(241}).

Die Modulgruppe ;I" wird von den Matrizen 7" und J bzw. —V und J erzeugt.

(s. [2], S. 28 bzw. [8], S. 54/55).

Ein Punkt 7 € H heiit Fixpunkt von I, falls ein S € |I" existiert mit ST = 7.
Von diesen Fixpunkten zeichnen sich die elliptischen Fixpunkte dadurch aus, dafl
sie Fixpunkte von Transformationen S mit [Spur S| < 2 sind.

Man unterscheidet zwei Arten von elliptischen Fixpunkten:

i) Die elliptischen Fixpunkte 2. Ordnung. Die zugehorige Matrix S ist in 1I" konju-
giert zu £.J, es gilt S? = —F, und die Menge dieser Fixpunkte wird beschrieben
durch

Ey:={reH|7=Li Le T}

ii) Die elliptischen Fixpunkte 3. Ordnung. Die zugehorige Matrix S ist konjugiert zu
+V oder £V?2, es gilt S = —F, und die Menge der Fixpunkte wird beschrieben
durch

]EgZI{TE]I‘I|TILp, L e 1F}

Hierbei ist p := €5 . (s. [20], S. 454t.)
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Fiir ¢ € H bezeichnen wir mit
1Le={Se.l'S¢=(}
die Fixgruppe von (. Es gilt

T = <LJL™'> und
I, = <LVL ' >,

d.h. jedem ¢ € E,UIE; entspricht eindeutig eine natiirliche Zahl m (hier m = 2, 3), seine
Ordnung, und eine Matrix W mit W™ = —E und I'c =< W >. Es gibt demnach genau
2m Matrizen S € (I" mit S¢ = (, von denen je zwei die gleiche Mobius-Transformation
bestimmen.

Eine Teilmenge F' von H heifit Fundamentalbereich einer Untergruppe I' von I,
falls zu jedem 7 € H genau eine Transformation S € I" existiert mit ST € F.

Die Menge

1 1 1
Fe={reH|[|7]21,~5 <Rer < 3 —5 <Rer <0, falls |r] = 1}

ist ein Fundamentalbereich von {I'.

(s. 2], S.32)

2 Die Dedekindsche n-Funktion

Die n-Funktion wurde im Jahre 1877 von R. DEDEKIND eingefiihrt (siche [4], S. 281).
Fiir 7 € H ist die DEDEKINDsche n-Funktion definiert durch

n(r) = BT H(l — e?minT),
n=1

Die n-Funktion ist holomorph und nullstellenfrei auf H, und mit S = (¢%) € T gilt

(ST) = v,(S)(er + d)Z1(7)

mit
vg((2}) = emilEroCao)
c

fir ¢ > 0. Hierbei ist s(h, k) fiir teilerfremde ganze Zahlen h,k mit k& > 0 — die
sogenannte DEDEKINDsche Summe — definiert durch

k—1
s(h k) = (5~ 2~ [~ ).

r=1

Spezielle Werte von v, sind v,(T') = e12, v,(J) = ¢ und v,(V) =e%.
(s. [2], S. 52fF. bzw. [17], S. 14-19)
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3 Die Bessel-Funktionen

Die Bessel-Funktionen J,._; und I,_; sind fiir reelles » > 1,u > 0 definiert durch die
absolut konvergenten Reihen

B 00 (_1)m(%u)2m+r71
Tralu):= T;) m!l(m +7)
und o'} lu)szrT,l
o 2
Ir-afu) = T;) m!T(m + )

(s. [22], S.40 (8) und S.77 (2))

Diese Funktionen besitzen die folgenden Darstellungen:

(i) Es gilt
Q(lu)rfl 1 3
Joq(u)= —2=—— [ (1-1*)"2 t)dt
)= 5 2577 0= st
und (Luy- )
2(su)"~ 3
I_q(u) = =—2~—— [ (1 —t*""2 cosh(ut)dt.
)= 5 2577 (= eoshun)
(ii) Fiir beliebiges ¢ > 0 gilt
c+1i00
(lu)r—l . u2
Jr—1(u) = 22m’ / w"exp(w — @)dw
und "
lu p_q Ctioo u2
I (u) = (227)rz' / w™"exp(w + @)dw.

Hierbei wird im Integranden jeweils der auf €~ definierte Hauptwert der Potenz
verwendet.

(s. [22], S.48 (2), 79 (9), 176 (1), 177 (8) und 181 (1))
Weiterhin sind fiir die Funktion I,.(u) (u,r > 0) folgende Aussagen richtig:

@) ;
I(u) = (%)  sinh .

d (W)) L)

udu ur urtl

Die Formel (a) findet man in [22], S.79 (6) fiir den Fall m = 1, und die Formel in (b)
erhdlt man aus [22], S.80 (10) fiir n = 0.



Kapitel 11
Multiplikatorsysteme zu {I'

In diesem Kapitel werden wir uns mit den Eigenschaften der Faktor- und Multiplika-
torsysteme zu 1I' beschéftigen. Diese werden in entscheidendem Mafle in die Kapitel
IIT und IV eingehen, in denen wir uns der Untersuchung der Modulformen von beliebi-
gem reellen Gewicht und im speziellen den POINCAREschen Reihen vom Gewicht r > 2
zuwenden.

1 Faktorsysteme zu I’
ZuS = (2%)e I'und 7 € Hund r € R definieren wir (S : 7) := (¢7 + d) und
(S:71)" = exp(rlog(cr + d))

mit dem Hauptzweig des Logarithmus log z = log |z| + iargz (—7 < argz < 7).
Durch die Festlegung

arg(T + 4) 4+ Z(sgnc—1) falls c #0

+d) =
arg(cT +d) {g(l — sgnd) falls c =0

ist fiir z = (c7 + d) hierbei die Bedingung —7 < arg z < 7 erfiillt. Auf die Beweise der
folgenden Aussagen soll hier nicht néher eingegangen sondern auf [20], Kapitel 3 und
8], S.113-117 verwiesen werden.

1.1 Lemma
Fir M,S € 1I'und 7 =z 4+ iy € H gilt

(1) iMT = (M%T)Q

. oy
(i) Im M7 = WeE

(iii) (M :S7T)(S:7)=(MS:71),

d.h. log(M : S7) =log(MS : 7) —log(S : 7)+2mi-w(M, S) mit dem Hauptzweig
des Logarithmus. Dabei ist w(M, S) eine ganze Zahl in Abhéngigkeit von S und
der zweiten Zeile von M.

(iv) Es ist

! (arg(M : ST) —arg(MS : 1)+ arg(S: 7)) € {0,—1,1}.

T 2r

w(M,S)
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(v) Ist M = <T:1 T;) und MS = <T:;,1 72’2)’ so gilt

( T(sgne+ sgnmy —sgnm| — sgn (miem}))  micmf # 0
—1(1 —sgne)(1 —sgnmy) emy #0, myp =0
w(M, S) = { 3(1+sgne)(l —sgnmy) emy #0, my =0
T(1 —sgna)(1 + sgnmy) mimy #0, c=0
| $(1 —sgna)(1 —sgnmsy) c=my =mj =0.

Insbesondere folgt daraus w(—FE,S) = %, w(S,S571) = 0 fiir ¢ # 0 und
w(T™, T™) = 0 fiir alle m,n € Z.

1.2 Definition (Faktorsystem)

Definiert man fiir festes r € R und M, S € T
o(M,S) := 2mirw(M,S),

so erhilt man nach Lemma 1.1 die Aussagen

(i) (M : 87y =o(M, 8)EEL

(11) O'(]\47 5132)0'(51, Sg) = O'(MSl, SQ)O'(M, Sl)

(iii) o(S,S™) =0(S74S), o(E,S)=0(S,E) =1
fiir M, S, Sl,SQ S 1F.

Die Funktion o : ;I X 1I' — € wird Faktorsystem vom Gewicht r zur Gruppe I’
genannt.

2 Multiplikatorsysteme zu I

2.1 Definition (Multiplikatorsystem)

Es sei r € R gegeben. Eine Funktion v : 1I' — € heifit ein Multiplikatorsystem
(kurz: MS) vom Gewicht 7 zur Gruppe I, falls gilt:

(i) |v(S)| =1 fiir alle S € 4T
(i) v(=E)(=1)" =1, dh. v(=E) =e ™",
(iii) v(MS) =oa(M,S)v(M)v(S) fir alle M, S € T
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Demnach ist jedes MS vom Gewicht r zu ;I" auch stets ein MS vom Gewicht r + 2k
(k€ Z) zu 4T

Ist r eine ganze Zahl mit » = 0 mod 2, so ist v ein gerader abelscher Charakter von
1, dh. S +— v(S) ist ein Homomorphismus von I" in die multiplikative Gruppe der
komplexen Zahlen vom Betrag 1 mit v(—95) = v(95).

Sind nun v; und vy zwei Multiplikatorsysteme zu 1I" von gleichem Gewicht r € IR,
dann ist vy := 71 ein MS zu ;I vom Gewicht 0, also ein gerader abelscher Charakter
von I.

Man erhélt folglich alle MS zu I vom Gewicht r aus einem festen MS v; in der Form
V109, Wobei vy alle geraden abelschen Charaktere von ' durchlauft.

Ist [T, 1I'] die Untergruppe von I'; welche von den Kommutatoren erzeugt wird, so
weil man aus der Algebra, daf die Faktorgruppe 1I'/[1T, 1T'] isomorph ist zur Gruppe
der geraden abelschen Charaktere von I'.

Die Anzahl der verschiedenen MS vom Gewicht r € R entspricht also der Ordnung der
Gruppe (I'/[ 1T, 1T, falls iiberhaupt ein MS vom Gewicht r existiert. Andernfalls gibt
es kein MS vom Gewicht r zu {T.

In TI1.4.2 werden wir zeigen, dafl zu beliebigem Gewicht » € IR immer ein MS vom
Gewicht r zu 1I" existiert, daher gibt es wegen [{I' : [1I', 1T']] = 6 (vgl. [20], S.18,
Theorem 1.3.2) genau 6 verschiedene MS vom Gewicht r zu ;I

Im folgenden wollen wir diese MS genauer charakterisieren.

Ist v ein Multiplikatorsystem zu I" vom Gewicht r, so ist wegen I' =< =V, J >
v eindeutig bestimmt durch die Werte v(V') und v(J). Hierbei sind V' = (4 }) und
J=(9%})mit V3 = J? = —F die Erzeuger der Fixgruppen der elliptischen Fixpunkte
p = %" € 3 bzw. i € E,.
Aus Lemma 1.1 erhélt man

w(J,J)=w(V?V)=~-1 und w(V,V)=0.
Damit gilt dann

v(—=E)=e™ = o(V2V)a(V,V)(v(V))?

woraus folgt, daf3

Tir | 27
59 yund
i

N

3
7
2

v(V) = es
v(J) = ez T2
fiir gewisse a € {0,1,2} und b € {0, 1} richtig ist.

Die sechs Wertepaare (a,b) bestimmen somit die Multiplikatorsysteme zu gegebenem
Gewicht r € R vollstdndig und eindeutig.
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mit 0 < k < 1 und v(T) = 2™,
Demnach existiert ein n € Z mit

AR S
12 Tyt

Ist r gegeben, so werden die Zahlen a und b eindeutig von s bestimmt und umgekehrt
x von den Zahlen a und b.
Dies sieht man wie folgt ein:

(i) Sind (aq,b1) und (az,bs) zwei Paare mit
L L P .
P T R B

so gilt
2(11 + 3b1 + 6(711 - TLQ) = 20,2 + 3b2,

also 3(by —bs) =0 mod 2, woraus wegen by, by € {0, 1} die Gleichheit von b; und
bg fOlgt

Dann gilt aber a; — as =0 mod 3. Dies impliziert wegen ay,as € {0, 1,2} auch
a; = Q9.

Es werden also a und b durch x eindeutig bestimmt.

(ii) Sind k1, K2 € [0, 1] mit

: ayby Lahhy
— =Kl +t-+=—+N =Ky +—=-+=+n
12 MTh3 Tttt T3 g T
so folgt kK1 — ke = ny — ny, demnach
1> k) — Ka| = [na — ny.
Es sind nq,ny € Z, also n; = ny und k1 = Ko.

Demzufolge wird k eindeutig von den Zahlen a und b bestimmt.

Ausgehend von diesen Aussagen iiber Multiplikatorsysteme zur Modulgruppe bezeich-
nen wir zu gegebenem r € IR im folgenden mit v, ; dasjenige Multiplikatorsystem vom
Gewicht r zur Modulgruppe mit der Eigenschaft

v(V) = P

und _ .
v(J) = e T,



Kapitel 1. Multiplikatorsysteme zu {I" 11

Sind nun (; = Lp € E3, (o = Mi € E; mit L, M € I" zwei elliptische Fixpunkte der
Modulgruppe, so werden die zugehérigen Fixgruppen von den Matrizen W, = LV L1
bzw. Wy = MJM ™ mit W? = —F und W3 = —F erzeugt.

Ist v = v, nun ein MS vom Gewicht r zu 1I", und sind desweiteren ay, € {0, 1,2} bzw.
by € {0, 1} festgelegt durch die Eigenschaften

o(Wy) = €35 und
v(Wy) = e Fbm It
Dann gilt a;, = a und by; = b.

Sind namlich U, S € 1I', r € IR und v ein MS vom Gewicht r zu 1I', dann gilt nach
Lemma 1.1 (iii) und 1.2 (i)

(USU: 2)w(USU™Y) = (US: U 2)w(US) U 2)v(U ™

——
(B :SU )" (S : U 2)"u(S) (Ut : 2)"v(U)
v(U) (UL :USU 1)
(S:U ) (U 2)r
VO T rsTRy W

Setzt man nun U = L (bzw. U = M) und S =V (S = J), so erhélt man aus (1) wegen
Wit = LVL™ Y = ¢ und Waly = MJIM 1 = ¢, die Gleichungen

(W1 :¢G)v(Wy) = o(V)(V:p)" und
(Wo : G)'v(Wa) = wo(J)(J:9)". (2)

Nach Lemma 1.1. (iii) gilt

(L:Vo)(V:p) = (LV:p)=(LVL™':Lp)(L:p) bzw.

(M : Ji)(J:i) = (MJ:i)=(MJM™': Mi)(M :1). (3)
Bei p und ¢ handelt es sich um Fixpunkte von V' bzw. J. ,
Zusammen mit (V : p) = —p =€~ 5 und (J : i) = —i = e~ > erhilt man aus (3) die
Identitédten

Wi:¢G)" = (Vip)=e 3 und
We: @) = (J:i) =e 2, (4)
also

v(LVL™) = U(V):e%‘”%ir und

271 b+ Tir

v(MJIM™) = v(J)=e2""" (5)

wegen (2), und das gilt fiir beliebige (; = Lp € E3, (o = Mi € Es.
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Die Aussagen (4) und (5) ergeben zudem

oW Wy G)" = eT:“ und
v(Wa)(Wa: &) = e5b, (6)

Fiir weitere Aussagen beziiglich der MS zu {I" werden sich einige Symmetrieeigenschaf-
ten der Modulgruppe als wichtig erweisen, zu denen wir im folgenden Lemma einige
Ergebnisse zusammentragen wollen.

2.2 Lemma

Es scien S = (28), S := (%)= IST mit I = (§'9) und r € R. Dann sind die
folgenden Aussagen richtig:

(i) Die Abbildung S — S ist ein Isomorphismus von ;I" auf sich.
(ii) —S7 = S(—7) und —Sr = S(—7).
(i)

Mo(S) == —(arg(S: —7) +arg(S: 7)) =

2 0 sonst.

1 N {1 falls c=0 > d

(iv) Bs gilt (S : —7)" = u,(S)(S : 7)" und (S : =7)" = u,(S)(S : 7)" mit

UT(S) _ €f2m'r/\o(S)'

(v) Fiir alle M, S € 1T ist

4, (MS)
u,(M)u,(5)

o(M,S) = o(M,S).

(vi) Ist v ein MS vom Gewicht r zu 1I" und wird o : 1" — € definiert durch

3(S) = u. (S)3(S),

so ist ¥ ein MS vom Gewicht r zu {I" mit v = v.

(vii) Ist S = (2%) mit ¢ # 0, so gilt

BEWEIS:
(i) Diese Aussage ist richtig wegen S = S und MS = MS.
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(i) Es ist

und

(iii) Es sei ¢ # 0. Dann gilt nach Lemma 1.1

dy T

d
210(S) = arg(—7+ E) + 3 (sgnc—1) + arg(r — E) + g(—sgnc —1)

d d
= arg(—-T+ E) + arg(T — E) -7

d d
= —arg(—7+ E) + arg(T — E) -

d d
= m—arg(t——-)+arg(r——) —m=0.
c c
Ist ¢ = 0, so hat man

R
(iv) folgt aus (iii) mit
(5': =7)" = exp(rlog(s : =)
wobei wiederum der Hauptzweig des Logarithmus verwendet wird.
(v) Nach 1.2 (i) und 2.2 (iv) gilt

o(M,S) = M(5 N CE —?)rw)rur(MS)
(MS :T) u(S)(MS : =7)u, (M)
B u,.(MS) ~
ur (M, (5)7 M)

(vi) Es gilt
(@) |9(S)| = |u,(S)T(S)| =1 fiir alle S € 4T
(3) v(=E) = e ™" dh. 5(—E) =5(—E) = ™.
Weiterhin ist u,(—F) = e~

(v) Fiir alle M, S € T ist

H(MS) = u,(MS)T(MS) = u,(MS)o(M,S)v(M)v(3)
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(vii)

Aus (a) — () folgt, dafl es sich bei © um ein MS vom Gewicht r zu ;T
handelt.

Esgilt {\T=<T,J>mit T=(§1)und J=(%9}).

|
0
Ist v(T) = €™ mit einem & € [0, 1], so ist

4
—
<
N—
4
—
<
N—

denn o(—FE,J) = 1.
Die MS v und v stimmen auf den Erzeugern 7" und J von ;I iiberein,
somit auf ganz I, d.h. es gilt v = .

Ist ¢ # 0, so ist u,(S) =1, w(S,57!) = 0 nach Lemma 1.1 (v).
Es gilt v(S)v(S™!) =1 und

o((29)) = v(57) =0(S) = 5(5) L v(S) = v((21)),

was die Behauptung war.

14



Kapitel 111
Modulformen

Die Einfiihrung des Begriffs der Modulform, die Untersuchung ihres Transformations-
verhaltens beziiglich der Elemente der Modulgruppe sowie ihrer Entwicklungen und
ihrer Ordnung in den Punkten aus IH U {oo} sind Thema dieses Kapitels.

1 Uneingeschrinkte Modulformen

Wir betrachten zunéchst nur diejenigen Funktionen f : H — @, welche meromorph
auf H sind und gewisse Transformationseigenschaften besitzen.

1.1 Definition

Eine Funktion f: H — @ heiBt uneingeschrinkte Modulform vom Gewicht! r € R
zur Gruppe (I" und zum MS v, falls gilt:

(i) f ist meromorph auf H und
(i) f(LT)=(L:7)"v(L)f(r) fur alle L € 1I",7 € H.

Die Menge der uneingeschrinkten Modulformen vom Gewicht r zur Gruppe ;1" mit
Multiplikatorsystem v wird mit IM’(1I", 7, v) bezeichnet.
Ist f € M'(1T',r,v), so definiert man f; fir L € 1" durch

fu(r) = flu(r) = f(0)|p = (L m) " f(L7)

fir 7 € H.

1.2 Satz
Ist f € M'(1I",r,v) und so sind folgende Aussagen richtig:
(i) Sind M, L € T, so ist
fur = o(M,L)v(M)fL
fu = v(M)f
f(—L) — eiMTfL-
(ii) Es gilt ‘
fL(T + 1) = fL(TT) = €27rme(7')
fiir alle L € 1T, wobei & € [0, 1] durch v(T') = €™ bestimmt ist.

IMit der Bezeichnung Gewicht richten wir uns nach Oca (s. [10], S. 9). In der Literatur findet man
hiufiger die Bezeichnung Dimension —r (statt Gewicht r), dies 1a8t aber Verwechslungen mit dem
Begriff der Dimension eines Vektorraums zu, welche hier vermieden werden sollen.
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BEWEIS:
(i) Dies folgt aus 1.1 (ii) und I1.1.2 (i), da

fur = (ML:7)"f(ML7) =v(M)(ML : 7)" f(LT)(M : 7)"
(L:7)"(M :7)"

= M L:7)"f(L
oon) ST (1) ey
:U(‘],W,L) =filr)

= v(M)o(M,L)f(7)

Daraus erhiilt man wegen o(M,E) = 1, fg = f, o(—E, L) € {e*" 1},
und v(—FE) = ¢ ™ nach I1.1.1, 1.2 und 2.1 die Aussagen

fu = v(M)f
f(fL) — eimrf[,-

(i) Ist v(T) = €*™* mit x € [0, 1], so gilt

fu(Tr) = (L:T7)"f(LTT)
= (LT :7)"v(LT)(L:TT1)"f(7)
= o(L, T)o(L)v(T)(LT : 7)"(L: T7)""f(7)
)

2 Modulformen

Die zusétzliche Bedingung, die nun an eine Modulform gestellt werden soll, beruht auf
folgender Betrachtung.
Ist f € M'(1T,r,v), und schreibt man

f*(T) — 6727rim-f(7_),

so folgt aus Satz 1.2 (ii)
Fr+1) = £,

Mit ¢ := e*™7 setzt man nun f*(7) = F(t).
Damit ist F eindeutig definiert fiir 0 < |¢| < 1 und eine meromorphe Funktion von ¢
in einer punktierten Umgebung des Ursprungs.
Ist nun f holomorph auf {r € H | Im7 > n} fiir ein n > 0, so ist F' holomorph auf
{t ] 0 < |t| < e *™} und besitzt eine konvergente Laurentreihenentwicklung der Form

F(t) = i by (F)E"

n=N

mit einem N € Z auf dieser punktierten Umgebung des Ursprungs.
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2.1 Definition (Modulform)

Eine Funktion f: H — @ heiBt nun Modulform vom Gewicht € R zu ;T und zum
Multiplikatorsystem v, falls f folgende Eigenschaften erfiillt:

(M1) f ist meromorph auf H.

(M2) Fiir alle L € 1I" gilt f(L7) = (L :7)"v(L)f(7).

(M3) Es existiert ein n > 0, so daf f auf {r € H | Im7 > n} eine konvergente
Fourierreihenentwicklung der Form

F() = 37 b ()T
n=N

mit einem N € Z und mit v(T) = €™ xk € [0, 1] besitzt.

Die Darstellung in (M3) wird auch die Fourierreihenentwicklung von f in co genannt.
f heit ganze Modulform vom Gewicht » € IR zu 1I" und zum MS v, falls gilt:

(G1) f ist in H holomorph.
(G2) Furalle L e 1I',7 e Hgilt f(L7) = (L:7)v(L)f(r).
(G3) Es gilt (M3) mit N + 5 > 0.
Sei f eine ganze Modulform vom Gewicht » € R zu I und zum MS v. Dann heifit f

(ganze) Spitzenform, falls in (G3) zusétzlich N + x > 0 gilt.
Es werden die Bezeichnungen

( ) = {f| f Modulform v. Gewicht r und MS v zu I'}
( ) = {f|feM(:T,rv), fhol. auf H}

G([,r,v) = {f|fe€H(HT,r v) und ganze Modulform}
( ) = {f|f€ G T, rv) und (ganze) Spitzenform}

verwendet.

SS(lr,T,U) - G}(lrarav) gH(lr,T,’U) gM(1F7T7v)

sind Vektorrdume, von denen die ersten beiden endliche Dimension haben. Dies werden
wir in Kapitel V dieser Arbeit beweisen.
Wie man an der Darstellung (G3) der ganzen Modulformen abliest, kann nur fiir x = 0

der Fall SS(1T',r,v) # G(1[',r,v) eintreten.

Im weiteren wollen wir uns den Entwicklungen der auf H holomorphen Modulformen
in den Punkten aus HU{oco} zuwenden und den Begriff der Ordnung in diesen Punkten
einfiihren. Hierbei wird auf die Ergebnisse und Bezeichnungen in [8] zuriickgegriffen.
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3 Ordnung und Entwicklungen von Modulformen

Betrachtet man eine Funktion f € H(,I',7,v) mit v = v,y, so hat sie im Unendlichen
nach (M3) eine Fourier-Entwicklung der Form

FT) = bugs(f)em o (1)
n=N

mit einem N € Z. Ferner hat f in den Punkten ¢ € H, welche nicht mit den elliptischen
Fixpunkten von ;I' zusammenfallen, jeweils Entwicklungen der Form

[e.9]

fr)= > elf)r =" (2)

TL:NC

mit einem N¢ > 0.
In den elliptischen Fixpunkten (y = Lp € IE3 bzw. (; = Li € [E; besitzt f Entwicklun-

gen der Form
fr)=(—G)™" i dpya ((L@)z> v (3)

fir (o = Li mit einem N¢, > 0.
(vel. [8], S.119-121).
3.1 Definition (Ordnung)

Man definiert die Ordnung von f € H(I',r,v) in den Punkten ¢ € HU {co} (mogli-
cherweise gebrochen-rational) durch

N+r (1)

)N (2)
B Pt
Ne+5  (4),

je nachdem, ob f fir ¢ € HU {oo} eine Entwicklung der Form (1) — (4) besitzt.

Ist fe G, v) und
v(f) ==Y ord(f,),

¢e1I'/H

so erhdlt man v(f) >k + % + L.
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4 Beispiele

An dieser Stelle werden zunéchst ein paar Beispiele fiir holomorphe Modulformen und
deren Eigenschaften gegeben, auf welche im Verlauf der Arbeit noch néher eingegangen
wird.

Fiir 7 € H werden definiert

g2(1T) = 60 Z L

4’
(g0 T T )
1
gs3(T) = 140 Z %
mazo0) M7+ 7)
A1) = g3(1) — 27g3(7) = (2m)?n* (1) und
3
9s -3
= =12 .
‘](7—) A(T) JO(T)

Hierbei ist n(7) die in 1.2 eingefithrte DEDEKINDsche Eta-Funktion. Zu den Beweisen
der nun folgenden Aussagen, auf die hier nicht ndher eingegangen werden soll, wurde
im wesentlichen das Buch von T. M. APOSTOL ([2]) herangezogen.

4.1 Satz
Es gilt

a) Die n-Funktion hat in oo eine Fourierentwicklung der Form

o0

7,](7_) — 6% Z (_1)m€m'm(3m+1)7'

m=—0oQ
o0

=Y (et
mi(n+2 )7
- Z bn+ﬁ(7))€2 (nt21)

n+57>0

mit gewissen b,, L (n). Zusammen mit den Aussagen aus 1.2 folgt daraus, dafl es

sich bei n um eine ganze Spitzenform vom Gewicht % zur Modulgruppe und zum
MS v, (= vo, in den Bezeichnungen von I1.2.1) handelt.

b) Es gilt
( ) 47T4(1 + 240 - ( ) 27rinT) d
= — n
go\T 3 ngl oz(n)e u
87T6 - 2mwinT
gs(1) = 57 (1 —-504 E os(n)e )
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mit

dn, d>0

Weiterhin ist

A(7_> — 27‘(’ 12 Zb e2minT nd
Jo(r) = 12%J(r) = e ™" + 744 + Z b (Jo)e™™

mit b,(A),b,(Jy) € Z fiir n > 1.
Spezielle Werte von Jy sind Jo(p) = 0 und Jy(i) = 123.

¢) Bei den Funktionen aus b) handelt es sich um auf IH holomorphe Modulformen
zu 11" und zum MS v = 1, und zwar sind

g2(1) € G(1I,4,1),  g3(1) € G(4T,6,1),
A(T) S SS( 1F, 12, 1), J0(7'> € H( 1F,O, 1)

(s. [2], S.17, 51)
d) In den Bezeichnungen von 3.1 ist

ord (A,00) = 1,

1
Ord<g27p> = ga
1
ord (gs,1) = 3
ord (Jy, 00) -1,
ord (Jy,p) = 1 und
ord (Jo — 12°i) = 1.

e) Jedes Polynom in Jy mit komplexen Koeffizienten ist ein Element von H(I",0, 1),
und umgekehrt gibt es zu jedem f € H(1I',0,1) ein P € C[X] mit f = P(Jy),
d.h.

H( 1F,O, 1) - (D[Jo]
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BEWEIS:
a) Die Reihenentwicklung findet man als Folgerung aus der EULERschen
Identitat . .
H(l . :L,n) _ Z (_1)ml,m(3m+1)/2
n=1 m=—00
(s. [6], S. 37 und 45).
b) s. [2], S. 20f.

c¢) Dies folgt aus b) in Verbindung mit den Aussagen in [2], S. 17 und 51.
d) Die Aussagen iiber die Ordnungen von A und Jy im Unendlichen liest
man an den Darstellungen in b) ab.

Ist v das MS mit v(L) =1 fiir alle L € 1I", so gilt in den Bezeichnungen

von I1.2.1
v1, fallsr =4,

v =4 v, fallsr =6,
Vo0, fallsr =0.
Die Ordnung in den Punkten p und ¢ errechnet man nun unter Zuhilfe-

nahme der Aussagen iiber die Nullstellen der Funktionen gs, g3, Jo und J
in [2], S. 39f.

e) s. [2], S. 40, Theorem 2.8.

4.2 Bemerkung

Mit der n-Funktion ist auch die Funktion A auf H nullstellenfrei und holomorph, besitzt
also einen eindeutig bestimmten Logarithmus log A auf H.
Dabher ist fiir s € IR die Funktion

AS(T) — (27T)12s€27ri37 (H(l . 627rin7)>

n=1

auf H wohldefiniert und eine eindeutige Potenz der Funktion A aus 4.
Wegen
A(ST) = (S : 7)2A(7)

gilt fiir alle r € R und S € I
Al_T?(T) = vp(5) (S : T)TATT?(T)

mit einem gewissen MS vy zu 1" vom Gewicht r, d.h. zu jedem r € R existiert ein MS
vom Gewicht r zu ;I', was nun nach II.2.1 bestétigt, dafl es zu jedem r € R genau
sechs MS vom Gewicht r zu {I" gibt.



Kapitel IV
Poincarésche Reihen

In diesem Kapitel werden spezielle Modulformen vom Gewicht r > 2 zur Modulgruppe
in Form von unendlichen Reihen, die sogenannten POINCAREschen Reihen, eingefiihrt
und deren Fourierkoeffizienten im Unendlichen explizit bestimmt.

1 Poincarésche Reihen

Fiir den Konvergenznachweis der speziellen Reihen, welche in 1.2 und 2.2 definiert
werden, bendtigen wir zunéchst einige allgemeine Konvergenzaussagen iiber Reihen

der Form
Z Suw(T)
(u,v)ezZ?
p#0
fir 7 € H.
1.1 Satz

Seia > 0,7 € R, r > 2, und es sei fiir alle (u,v) € Z% u # 0 eine Funktion
fur i H— € definiert mit der Eigenschaft

ay
v < T 0
|flh (T>| — eXp<|lu7_+ I/|2)

fiir alle 7 € H mit y = Im 7. Dann konvergiert die Reihe

F(r) = Z M

ooz |ut + vl
p#0

fiir jedes 7 € H absolut und auf H kompakt gleichméfig absolut.
Insbesondere existiert zu jedem € > 0 ein § > 0 in Abhéngigkeit von a, r und €, so daf3

|F(T) < 8- e/ (|r| 7+ |r|37)

firalleT e W.:={r € H|e<argT <7 — ¢} gilt.

BEWEIS:
Es reicht zu zeigen, dafl

e explay - |pr+ v
G(r) = Z Z P

pu=1rv=—o0

kompakt gleichméBig auf H konvergiert.
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Es sei also 7 = rg - € mit 7y > 0 und 6 = arg7. Ferner seien 0 < € < 5 und
TeW,sodale <O <m—e
Dann ist fiir 4 > 0 und v # 0:

lur + v = pPrd+ 2uvrgcos + v
0 0
= (urg +v)*cos? 3 + (uro — v)?* sin? )
5 €
> (pro+ [v])*sin® 5

> Adulv|rg sin? < 5> 0.
Mit C := 4sin® 5 hat man dann, da y < gilt,
N oz/C

N N a/r
>y el TS ey

p=1v=—N pn=1 v=1

\3

(Cuvrg)2

T r
< TGy 4+ 26O )(Cro)

fiir jedes N > 1, wobei

= Zn’s (Res > 1)
n=1

die RIEMANNsche ¢-Funktion ist.
Es konvergiert also G(7) auf W,.
Setzt man

B = max{((r), 2"/°C()CE},

so gilt
GO < BT (e +|772) (7€ W),

Ist nun K C H kompakt, so existiert ein € < 7 mit
K CB.=W.n{r|y> e},

und G(7) konvergiert gleichméBig auf K mit ry > € nach dem Weierstraischen
Majorantentest.

Nach ebendiesem Kriterium mit der Funktion G(7) als Majorante besitzt auch
F(7) die gewiinschten Eigenschaften. 0
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1.2 Definition (Poincarésche Reihe)
Esseienne Z, r € R, 0 <k <1 und v ein MS vom Gewicht r zu {I.

Dann definiert man fiir 7 € H die Poincarésche Reihe zu (I', r, v und n + x durch

627ri(n+n)MT

G.(T,u,n+K) = Z W?

Me&

wobei & ein vollstdndiges System von Matrizen M € (I" mit verschiedenen zweiten
Zeilen durchléuft.

1.3 Satz

Ist r € R, 7 > 2, und ist v ein MS zu T" vom Gewicht 7 mit v(T) = €*™*. Dann ist
fiir jedes n € Z die POINCAREsche Reihe G,(7,v,n + k) als Funktion von 7 auf H
holomorph.

Die Reihe konvergiert absolut fiir jedes 7 € H und kompakt gleichméBig absolut auf
H. Die Summe héngt nicht von der Wahl von & ab, und G.(7,v,n + k) erfillt die
Transformationsgleichung

G.(ST,v,n+ k) = (S :7)v(S)G,(T,v,n + K).
Es gilt weiterhin:
a) Ist n+ k>0, s0ist G, € SS(1I',r,v), und G, kann identisch verschwinden.

b) Im Falln+x =0,d.h.n =k =0,ist G, € G(1I',r,v). G, heifit dann Eisenstein-
Reihe und verschwindet nicht identisch. Es gilt ord (G,, 00) = 0.

c¢) Ist n+ k < 0, so verschwindet G, nicht identisch und ord (G,, c0) = n + k.

BEWEIS:
i) Entfernt man aus der Reihe die Terme mit M = T* M = —T* (k,s € Z),
so erhélt man fiir die restlichen Reihenglieder mit I1.1.1 (ii) die Gleichung

exp(2mi(n + k) MT)| exp(%)
v(M)(M : )" N |M 7|

Ist nun (M : 7) = pu7 4+ v fiir p # 0, so ist mit

0, falls ggT'(p, v) # 1 und
Suw(T) =

exp(2mi(n+r)MT)

o) sonst.

die Reihe nach Satz 1.1 mit o := max{0, —27(n+ x)} absolut konvergent
fiir jedes 7 € H. Nach Satz 1.1 konvergiert sie auf H auch kompakt
gleichméBig absolut. Da jeder Term auf H holomorph ist, ist demnach G,
auf H holomorph.
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ii) Um zu zeigen, dafl G, von der Wahl von & nicht abhéngt, reicht es zu

zeigen, dafl man in jedem Term M durch T'M ersetzen kann, denn M und
T M haben dieselben zweiten Zeilen. Es gilt
exp(2mi(n + k) TMT) = exp(2mi(n+ k)(MT + 1))
= exp(2mi(n + k)) - exp(2mi(n + k) MT)
= exp(2mik) - exp(2mi(n + k) MT)

und
o(TM)(TM :71)" = ’U(T)'U(M) co(T,M)(TM :1)"
= eQWWU(M)(T M7 (M :T)"
-1
= *y(M)(M : 7)),
also

exp(2mi(n + k)TMT)  exp(2mi(n + k)MT)
v(TM)(TM : )" a o(M)(M :7)r
d.h. die Terme sind invariant unter M — T M.

Nun existieren k,s € Z mit 7%, —T° € &, und die zugehérigen Terme,
welche in der Reihe vorkommen, sind

5 — exp(2mi(n + k)(T + 1)
P v(T")

(l=k,s),

denn die einzelnen Terme sind invariant unter M — —M.

Wegen o(T*,T%) = 1 fiir alle k, s € Z nach Lemma II.1.1 (v), folgt dann
v(TY) = ¥l also

ds = exp(2mi(n + k)T) = 0
aufgrund der Transformationsgleichung fiir das MS v.
Nach Satz 1.1 gilt dann
|G (r, 0, + k) = 23707 < G e[| 7T 4 || 72) (1)
fiir alle 7 € H mit 0 < e < argT < 7 — € und fiir ein geeignetes 5 > 0.
Weiterhin ist

G.(ST,v,n+ K) _ Z exp(2mi(n + k)M ST)
(S:71)r v(M)(M : ST) (S :7)r

Me&

B exp(2mi(n 4+ k) M*T)
= v(®) ) v(M)v(S)a (M, S)(M* - 1)

M*eSg
M*=MS

exp(2mi(n + k) M*T
= vl8) M;GS v(M) (M~ 7)"

= v(9)G,(1,v,n+ K),




Kapitel 1V. Poincarésche Reihen

iii)

denn mit M durchlauft auch MS fiir festes S € I' ein vollstandiges
System von Matrizen aus ;1" mit verschiedenen zweiten Zeilen.

Zu den weiteren Aussagen untersucht man G, in einer Umgebung von ooc.
Nach der Transformationsgleichung in ii) ist die Funktion

e TG (T v, m A+ R)

periodisch mit der Periode 1.

Sei also 0 < Rer < 1 und |7| > 1. Ferner sei ¢ > 0 so gewihlt, da8
e <argT <7 — €. Dann gibt es nach (1) ein C. > 0 mit

|G (T,o,n+K) —2- eQWi(”+”)T| < C’E|T|_§. (2)

Setzt man t := ¥ ¥ = e?™~T g0 ist G,t7" und auch G,t7% — 2t fiir
0 < |t| < 1 in eine Laurent-Reihe entwickelbar, d.h.

Grlr,v0,m+ 1) = 521"+ gyt 3)
j=0

Wegen (2) ist go = 0 im Falle k = 0, da t — 0 fiir |7| — oo gilt.
Zusammen mit dem oben Bewiesenen folgt G,.(7,v,n + k) € H({T,r,v).

Die Aussagen a)—c) liest man jetzt an der Darstellung (3) ab.
O

26

2 Die Fourierkoeffizienten der Poincaréschen Rei-

hen

Um im weiteren die Fourierkoeffizienten der fiir r > 2 auf der oberen Halbebene holo-
morphen Modulformen G, (7,v,n + ) im Unendlichen explizit berechnen zu konnen,
bedarf es der Kenntnis einiger spezieller Eigenschaften der in 1.3 eingefiihrten Bessel-
Funktionen und der Gamma-Funktion

[e.9]

[(r):= /tr_le_tdt (r>0).

0

2.1 Lemma

Es seien pq, 2, ¢ > 0 und r > 2 reelle Zahlen.

(i) Es gilt

co+ic

r—1_—ZLmi
/ w_re_mmdeZ(%)r—mr(e )2 |
r

—oo+1ic
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(ii) Mit den Bessel-Funktionen J,_; und I,_; aus 1.3 erhdlt man die Gleichungen

oco+ic 1
/ w™ " exp(=2mi(pw + pow™h))dw = 27 (&> e 2™ J. (4 1 o)
—o0o+ic 1
und
oco+-ic 1 -1
. _ /,Ll Q(T .
/ w™" exp(—2mi(pw — ppw™t))dw = 27 (—) e 2™y (4dm\/pipz).
L
—oo+ic ?
BEWEIS:
(i) Nach [22], S.175 hat man
1 1 c+i00
= — w "evdw,
L(r) 2w )
und durch eine Substitution w = —27iu u erhélt man das Ergebnis.

(ii) Man setzt in der linken Seite und in der zweiten Integraldarstellung von
[.3 (ii) u = 47\/p1 12 und substituiert w = —2mwip;u.
Fiir die Darstellung von I,_q(4m,/p1/12) nutzt man die Identitét

Loy (u) = e 20707 ] ) (iu)

(vgl. [22], S.77) aus.

2.2 Satz

Essei 7 € H, r > 2 und k, A € R. Dann konvergiert die Reihe

O, (1,K,A) 1= Z (T +n) " exp(—2mi(kn +

n=—oo

)

T+n

kompakt gleichméafBig absolut auf H und definiert ®,.(7, k, A) als holomorphe Funktion
auf H. Die Funktion e *™*"®,_(7, k, \) hat die Periode 1, und @, besitzt eine Fourier-

entwicklung der Form
7_ K, /\ Z In 627rz(n+/@7'

n+x>0

welche kompakt gleichméBig absolut auf H konvergiert.
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Die Fourier-Koeffizienten von ®, haben die Darstellung

(2r)"

gn = e e 2™ (n+ k)"t fiir A =0,

r—1

o 2
gn = 2me 2™ (n —/'\_ I{) Jr—1(Am\/A(n+ k) fur A >0 und

r—1

) 2
gn = 2me 3™ (%) Iy (4m+/|A|(n+ k) fir A < 0.

BEWEIS:
Die kompakt gleichméfig absolute Konvergenz auf IH und somit die Holomor-
phie von ®, ist nach Satz 1.1 klar mit

exp(—2mi(kv + T—iy)) fir p =1,
Jup(T) = 0
sonst.

und « = max{0, =27}, denn fiir p =1 gilt

A
v = Re (—2mi
ulD) = exp(Re(~2mi— )
AT + A
= exp(Re (—QWZm))
2m\y ay
= 27 < _=J
eXp( |7_ + l/|2> = eXp(|T + l/|2)
mit o := max{0, —2w\}.
Nun gilt
O (t+ 1,k A) = nZ_OO(T + 1+ n) " exp(—2mi(kn + m))

= eQﬂi“@T(T, Ky A),

indem man iiber n + 1 statt ilber n summiert.
Definiert man nun t := ¢*™" und

G(t) == e ™7 d,(1, K, \),

so ist G(t) wohldefiniert fiir 0 < |t| < 1 und auf dieser punktierten Kreisschei-
be holomorph. G besitzt also eine kompakt gleichméfig absolut konvergente
Laurent-Reihen-Entwicklung um 0 der Form

G = S g 0<lil<),

n=—oo

28
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1 G(t)
=g | et

9B,(0)

wobel

mit 0 < p < 1.

Sei nun p = e 2™ < 1 mit ¢ > 0 gewihlt, so wird

1 G(t)
G = 5 / e

0B,(0)
1+ic o
—2ZTIRZ
_ e (2, 5, )\)dz
 9m e2mi(n+1)z
ic
1+2c

= e 2R (2 k) N)dz.
Aufgrund der kompakt gleichméfigen Konvergenz der Reihe ®, hat man

1+ic

— —r —2mi(n+k)z — 9 d
gn V:ZOO / (z+v) e exp(—2mi(kv + P 1/)) z
oo fctrtl \
— Z / 2 "exp(—2mi((n+ Kk)z + —))dz
2
V=790 jetv
oco-+ic \
= / 27 "exp(—2mi((n + k)z + —))dz. (1)
z
—o0o+ic
Ist n 4+ k <0, so ist
Re (—27i(n + k)z) =27(n + Kk)y < 0. (2)

Ersetzt man nun den Integrationsweg durch einen grofien Halbkreis mit Mit-
telpunkt ic und Radius R > 0 in H, so verschwindet das Integral aufgrund
des Residuensatzes ebenso wie das Integral iiber den Kreisbogen fiir R — oo
wegen 7 > 2 und (2). Man erhélt somit g, = 0.

Sei also n 4+ k > 0.

Setzt man in Lemma 2.1 (i) u; = n+k, so erhilt man aus (1) den gewiinschten
Fourier-Koeffizienten fiir A = 0.

Ist A # 0, so erhdlt man die Formeln fiir A > 0 und A < 0 aus (1) und den
Gleichungen in Lemma 2.1 (ii), indem man p; = n + x und s = |A| setzt. O

Eine weitere wichtige Rolle bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten spielt die Struk-
tur des Systems & der Matrizen aus ;I mit verschiedenen zweiten Zeilen. Dieses soll
im folgenden genauer untersucht werden.
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2.3 Definition (Kloosterman-Summe)

Ist G ein vollstédndiges System von Matrizen mit verschiedenen zweiten Zeilen, und ist
S = (:g) € G mit v # 0, so existiert zu S* = (ofy %) € 1 wegen a0 — "y =1 =
ad — By genau ein k € Z mit TFS* = S.
Ferner ist 6 mod v wegen ad = 1mod = eindeutig bestimmt.
Demnach gibt es zu jedem v # 0 (d.h. S # £7*, s € Z) ein vollstdndiges System S,
von mod v inkongruenten Resten ¢', so dafl alle zweiten Zeilen (v, d) (7 fest) der S € &
durch

d=0+ny (€S, neZ)

dargestellt werden.
Ebenso gibt es ein vollstindiges System S’ von mod ~ inkongruenten Resten o, so daf

alle ersten Spalten (:) (v fest) der S € & durch
a=ad+ny (€S, neZ)

dargestellt werden.
Ist S = (%/ g‘,) € & mit ' € 8, und o/ € S, so bestimmen sich o’ und ¢’ durch die
Bedingung o/’ =1 mod v eindeutig als Elemente der primen Restklasse mod ~.

Definiert man fiir feste n,m,y € Z, v > 0, x € R und ein MS v zur Gruppe [ die
Kloosterman-Summe durch

Wv(m + K,v,n + ,‘Q) = Z v ((g g))fl e?((ern)aJr(nJrn)é)’

0€S,
ad=1 mod ~

so hiingt diese Summe von der Auswahl der Restsysteme S, bzw. S! nicht ab.
Die Summe ist endlich, und es gilt die triviale Abschéatzung

(Wa(m+ 5,00+ K)| < @(7) < 7.
Im folgenden sei das System & immer so gewihlt, dal mit M € & auch —M € G gilt.

2.4 Satz

Es seien n € Z, r > 2, v ein MS vom Gewicht r zur Gruppe I' mit v(7T) = e
(0 <k <1)und W, := W, (m+ Kk, v,n+ k).
Dann ist

2TiK

GT(T,U, n+ li) _ 262m‘(n+fe)r + Z anm_’_n(i}’n + li)€2ﬂi(m+ﬁ)7-,
m+k>0

und fiir die Fourierkoeffizienten im Falle m + x > 0 gelten die folgenden Formeln:

o0

2m)" . w.
arm(0,0) = 2%6—%wmr—lz_g (n=r=0).
=1 "

. 7 4
rmin(V,n+K) = 4dme 2™ (m—k/{) Z%Jrl(g\/(mﬂLﬁ)(nﬂL“))
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fiir n +k > 0, und

r—1

o mA R\ 2 =W 47
rmtr(V, N+ K) = 47Te2’m( ) — L _1(—+/(m+EK)|n+ &|)
" n+ k| ; v v v
firn+x < 0.
BEWEIS:

Aufgrund der Konvention in 2.3 gilt
627ri(n+n)MT

Z v(M)(M : 1)

Me&S

G.(r,u,n+kK) =

627ri(n+n)MT

- 9 2mi(n+r)T
¢ 2 o(M) (M < 1)

M=( 5 )es
7#0
2m(n+n YMT
_ 27rz(n+/@ T 19 E
MeG )
>0

da wegen

v(=M)(=M :7)" =v(M)(M :1)"

M und —M denselben Beitrag zur Summe liefern.
Es sei nun v > 0. Dann enthélt die Menge

M, :={ST"| S = ( )€1F 0<a,0<7, ggl(v,0) =1, ad = lmod v,k € Z}

nach 2.3 ein vollstdndiges System von Matrizen mit verschiedenen zweiten
Zeilen der Form (v, 6*).
Fiir jedes S von der obigen Form schreiben wir

)
€52:T+—
v

und erhalten

v(STH)(STF : 7)" = w(S)u(T*)(ST* : 7)" = ™ **y(S)(S : T*7)" (T* : 7)"

= (S (4 (7 + k) + O
= 5 T(S)(Cs + b

fiir k € Z. Weiterhin ist
STHr — S(r4 k)= WD o
(T +

fiir k € Z richtig.



Kapitel 1V. Poincarésche Reihen 32

Ist nun S, ein vollstdndiges System von zu 7y teilerfremden Resten 0 < 4§ < 7,
so erhélt man, da G, von der Auswahl des Systems von Matrizen mit verschie-
denen zweiten Zeilen nicht abhéngt,

271'2 (n+r)MT
Grn ) = 2 123 5
y=1 MeM, )
' e%(n-{—n)a 5 &
D) VD P St
=1 0S8y ’}/U( ) keZ
ad= 1mod'y
5=(55)
D S -
— 267”n+"€7—+2 T o (CSa R, )
v=1 0S8, v U( ) ’7
ad=1mod vy
s=(57)
2mi(ntr) & e%(n“rﬂ ) N L )
— 9p2mi(ntr)T 4 9 mﬂ'zm“T
) Db PRy y
y=1 5€Sy m—+k>0
ad=1mod vy
_ 2627ri(n+/@)7_|_ Z Z Z U_l(S)e?((nJrn)aJr(ern)&) g_m€27ri(m+fe)7'

,yr
m+k>0 7:1 565_\/
ad=1mod vy

=W, (m+r,v,n+kK)
271 271
— % mi(n+K)T + E ar,m—i—fe(va n+ KJ)@ mi(m+r)T

m+k>0
mit
(4 1) =230 MR
1 i
-
Hier sind die g, mit A = ”;;"‘ die Fourierkoeffizienten der Reihe ®,.(7, , \) aus
Satz 2.2.

Dies ergibt fiir die Fillen =k =0(A=0),n+x>0(A>0)und n+x <0

(A < 0) die gewiinschten Darstellungen der Koeffizienten a; (v, n + k).

Da die Reihe G,(7,v,n + k) fiir jedes 7 € H absolut konvergiert, darf die

Summation an den betreffenden Stellen vertauscht werden. O
Nutzt man die Darstellung I1.3 (i) der Besselfunktion I,_; aus, so erhélt man fiir die
Fourierkoeffizienten a, ,1x(v,n + k) im Fall n 4+ x < 0 eine erste Abschétzung.
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2.5 Korollar

Benutzt man die Bezeichnungen von Satz 2.4, so gibt es eine Konstante C(r), welche
nur von 7 abhéngt, so dafl

(0,04 K)] < C(r)(m + k)" exp(dm/m + R + A

fiir alle m > 0, n + k < 0 gilt.

BEWEIS:
Nach I1.3 (i) ist fiir u > 0

1

22-r 3

I 1(u) = ————u"" /(1 — t%)""2 cosh utdt, (1)
Val(r—3) " J

und man erhélt die Abschéitzung

I'(r)
und .
M) =V
folgt aus (1) die Ungleichung
217r
I, < r—1 U
r—1(u) < F<T)u e

Ist nun n +# < 0, so ist w := T+/(m + £)[n + £ > 0, und man hat

Q= (4gr)=1 . . 4
ﬂ(m + /1)71|n + /<;|Tl exp(—ﬁ\/(m + K)|n + K|).

fral) < gy ; o)

Nach Satz 2.4 gilt dann

[e.e]

- LV& %Z: m KN K
? ZTIr—l(Py\/( +#)|n+ k)

7=1

| min(v,n+K)] = 21(m+ k)T |n + K|

(? (QW)r(m—H{)r_lZ ! eXp(%\/(m‘F“)m—FKD
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mit der Abschétzung |[W,| < aus 2.3.
Es ist

|G min(v,n+K)| < O()(m+ ) ! exp(47r\/(m + K)|n + K|) (3)

mit C(r) := (13?2; (r—1) im Falle n + k < 0.

Ist hingegen n + k =0, d.h. n = xk = 0, so gilt

2m)" 4 W, (m,v,0)
rm(0,0) = m”
om0 = EEm S
< Clrym™" (4)
mit C(r) := (I%E?;C(r —1).
Aus (3) und (4) folgt dann die Behauptung. O

Unter Zuhilfenahme der in Lemma I1.2.2 nachgewiesenen Symmetrieeigenschaften der
Modulgruppe kann man auflerdem zeigen, dafl es sich bei sémtlichen Koeffizienten
Armts(V,n 4+ K) (M >0, n € Z) um reelle Zahlen handelt.

2.6 Satz

Fiir jedes n € Z, m > 0 und r > 2 gilt
rmin(v,n+ k) €R

in den Bezeichnungen von Satz 2.4.

BEWEIS:
Aufgrund der Darstellung in Satz 2.4 ist nur zu zeigen, daf3

i

e 2 W,(m+r,v,n+k)eR

fiir v > 0 richtig ist.
Nach I1.2.1 (ii) und Lemma I11.2.2 (vi) gilt fiir L = (3 g) mit v > 0

v (( p ) = e (L) = e ™ T(L). (%)

vy =4

Bezeichnet wieder S, ein vollsténdiges System von zu vy > 0 teilerfremden
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Resten 0 < § < v, so folgt

e‘ﬁT"WW(m—i— K, u,n+K) =

—
*
~

was die Behauptung war.

e%”W’Y(m + R, U, N+ /f)
es Y u((09)) o~ ZE(m+r)act (ntr)3)

0ESy
ad=1mod ~
mir —a 3 m((erli)chr(nJrra)5)
€2 Z v (( ¥ —6)) e
0€S,
ad=1mod =y
TIiT —1 2m
— I af £ ((m+k)a+(n+k)d)
e Y w((55) e
6€S,
ad=1lmod v

e 2 W,(m+r,v,n+k) €R,

35



Kapitel V
Der Vektorraum der ganzen
Modulformen

Ziel dieses Kapitels ist es, die Endlichkeit der Dimension der Vektorraume G(1I,r,v)
und SS(1I, r,v) fiir beliebiges r € R nachzuweisen und fiir den Fall r > 2 jeweils eine
aus gewissen POINCAREschen Reihen bestehende Basis anzugeben.

Wir setzen hier als bekannt voraus, dafl

[£]+1, falls k#2 mod 12

[%], falls k =2 mod 12

=

dim G( T, k, 1) = {

fiir jede gerade ganze Zahl k > 0 gilt. Hierbei bezeichnet 1 das Multiplikatorsystem v
mit v(M) =1 fiir alle M € ;I vom Gewicht k.
(vel. [8], S.100).

1 Die Dimension des Vektorraums G( ([, 7, v)

1.1 Satz

Ist v = v,y ein Multiplikatorsystem fiir 1I" vom Gewicht r € IR, dann gilt

L k—2—-b41 r—126>0
dim G(1T,rv) = ¢ 12 s T2t T e
0 r— 12k <0,

wobei k nach II.2.1 eindeutig durch a,b und r bestimmt ist.

BEWEIS:
i) Zunéchst soll der Vektorraum G(,I',7, 1) fiir ganzzahliges r < 0 unter-
sucht werden.

Sei also r € Z.
Ist =1 mod 2, so ist dim G(;I",7,1) = 0, denn

f(=E7) = f(r) = (-D)"f(r) = [=0.
Sei also r € —2IN und f € G(,I',7,1). Dann ist nach I11.4.1 c)
9(7) = *(r)g, * € H(,T.0,1)

invariant unter ;I" und hat keine Pole, mufl demnach konstant sein.

Es gilt ferner go2(p) = 0 nach I11.4.1 d), also ist g = 0, also auch f = 0,
da g nicht identisch verschwindet.

Fiir negative r € Z folgt demnach dim G(,I",r, 1) = 0.
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ii) Es sei r* das Gewicht und v* das MS von A”(7) zu 1I", wobei die Potenz
von A wie in Bemerkung I1.4.2 definiert sei, also

AR(ST) = v*(S)(S : 7)1 A% (7).

Ferner seien x*,a*,b* durch obige Uberlegungen festgelegt.
Da A aber nach I11.4.1 b) und ¢) eine Modulform vom Gewicht 12 mit MS

v = 1 zur Modulgruppe ist, gilt x* = £ und r* = 12k, also £* = k = 3.

Nach den Ausfithrungen in I1.2.1 existiert ein [ € Z mit

r* a* b*

ke — 2
o "T3 T
also % + % € Z, was gleichbedeutend mit a* = b* = 0 ist.
Es folgt
r* a* roa
—t—=—=—=2k==-4+=-+L (L eZ
6+3 6 K 6+3+1 (16 )
und

%+%c¥i:%:£+g+b(bem,

d.h. v(V) =v*(V), v(J) = v*(J) und v(T) = v*(T). Wegen r = r* + 2k
fiir ein k € Z gilt demnach v = v*.
Sei nun f € G(I',r,v).
Dann ist ord (f,00) > &, also g := fA™" € G(,[',r — 12k, 1).
Ist umgekehrt g € G(1I, 7 — 12k, 1), so ist gA* € G( ', 7, v).
Es gilt also dim G(1I', r,v) = dim G( ', 7 — 12k, 1) und

r— 12k a b

2 97373

mit einem g € Z,dh. r —12k € Z und r — 12k =0 mod 2.

Ist dann r — 12k > 0, und gilt weiterhin r — 12k = 2 mod 12, so erhélt
man 2a 4+ 3b =1 mod 6 und daraus (a,b) = (2,1).

In diesem Fall ist

r— 12k 7
2 7%
mit g > —1 und
r— 12k
[ 5 |=9g+1.
In allen anderen Féllen ist
r—12k,
5 =9

und
dim G(([,r —12k,1) = g + 1.
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Fafit man die Ergebnisse zusammen, so erhédlt man

b
dim G(1I',r — 12k,1) = dim G(, [, r,v) =g+ 1 = % — k- % ) +1.
Fir r — 12k < 0 gilt dim G( 1", 7, v) = 0 wegen i), womit die Behauptung
gezeigt ist.
O

1.2 Bemerkung

Wie aus Satz 1.1 hervorgeht, gibt es keine ganzen Modulformen g # 0 von negativem
Gewicht. Demnach ist jedes f € H(1I',r,v) vom Gewicht r < 0 durch seinen Hauptteil
im Unendlichen eindeutig bestimmt.

Sind néamlich fi, fo € H(1I',r,v) zwei Modulformen, welche fiir hinreichend grofles
y = Im7 im Unendlichen denselben Hauptteil besitzen, so gilt f1 — fo € G({[',r,v),
also f; = fo im Fall r < 0.

1.3 Satz

Es sei

f(r) = i b ()™ T € (1T, 7, v)
m=0

und g = dim G( I, 7, v).
Dann gilt
f=0 < bu(f)=0 firm=0,...,u—1.

BEWEIS:
Nach II1.3.1 ist v(f) >k + % + 2.
Beh.: Ist f # 0, so gilt v(f) = 5.
Bew.: Essei k € 2Ny und g € G(I', &, 1).
Wendet man die Gewichtsformel fiir holomorphe Modulformen auf g an,

so erhilt man v(g) = &.

(vgl. [2], Theorem 6.1, S. 115)
Sei nun f € G(1[',7,v) und f # 0. Dann ist

f f r—12x r
— Ali o — ) = Ali —) = = —
)= Ly =van sl = s I E = L
denn r—12k € 2Ny und fA™" € G(1I",r—12k, 1) nach den Ausfithrungen
im Beweis des Satzes 1.1. O

Wire nun b,,,.(f) =0 fir m=0,... ,u—1 und f # 0, so wiirde aus Satz 1.1
die Richtigkeit der Abschitzung

r a b r
— = > — 4+ = =—+1
D y(f)_/-i+3+2+u 12+

folgen, was zu einem Widerspruch fiithrt. Demnach ist f = 0. a



Kapitel V. Der Vektorraum der ganzen Modulformen 39

Im Hinblick auf die weiteren Untersuchungen sei jetzt und im folgenden immer r > 2.
In diesem Fall 148t sich auch fiir die Spitzenformen vom Gewicht r zum MS v eine
Dimensionsformel herleiten.

Wie schon in II1.2.1 bemerkt, kann es nur im Fall x = 0 ganze Modulformen geben,
die keine Spitzenformen sind.

Eine Aussage dariiber treffen der folgende Satz und das sich ihm anschlieBende Korollar.

1.4 Satz

Ist 7 > 2, v ein MS vom Gewicht r zu I und f € G(;I',r,v). Dann gibt es ein
H e SS(1',r,v) und ein o € € mit

H(t)+ a-G.(1,v,0) = f(7).

BEWEIS:
Es sei
f(r) = Z by €T € BT, 7, 0).
m+k>0
Ist kK >0, soist f € SS(1[',r,v) und mit o = 0 ergibt sich sofort die Behaup-
tung.

Sei also k = 0.
Nach Satz IV.2.4 ist G,(7,v,0) = > "7, a,e*™" mit ag = 2.
Wiéhlt man a = %bo, so gilt

1 1 4
(1) = aGi(1,0,0) = f(r) = gbo-2 =) Shoane®™

n>0

1 .
= ) (ba— 550%)@2’””. (1)

n>0

Wegen f,G,(1,v,0) € G({I',r,v) ist auch f — aG,(1,v,0) € G(1I',r,v) und
besitzt eine Fourier-Entwicklung der Form (1), d.h.

f(r) —a-G.(r,v,0) € SS(1I',r,v),

was die Behauptung war. O

1.5 Korollar

Ist r > 2 und v = v, ein MS vom Gewicht r, so gilt

b
dimSS(lF,r,v):%—Fﬁ—g—éqtl.

Hierbei ist

n k firk >0
K =
1 firk=0.
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BEWEIS:
Ist » > 2, so gilt nach Satz 1.4

dim G(1T, 7, v), falls k = kT > 0,

d. SS F’) =
m ST r,v) {dimﬂ}(1f,r,v)—1> falls 1 =0 = k" — 1.

Ist k =0,s0ist r — 126 =1 > 2.
Ist hingegen x = k* > 0 und r — 12k < 0, so ist fiir diesen Fall noch zu zeigen,

daB

_ T +_9 _

ni=o TR —§—§+1—0
richtig ist.
EsistnEZundn>%—1—%—%—1—1:—1fiirr>2,alson20.Wegen
r—12kT < 0 gilt aber —1 <n —1 <0, also n = 0.
FaBt man diese Ergebnisse zusammen und benutzt die Formel aus Satz 1.1, so
ergibt sich
a

b
dim SS(4T,r,v) = %—ﬁ+—§—§+1.

2 Eine Basis von G(,1',r,v)

Um Aussagen iiber eine Basis von G(1I',7r,v) bzw. SS(I',r,v) fiir den Fall r > 2
machen zu konnen, definieren wir auf H( I, 7, v) ein inneres Produkt, welches als Ska-
larprodukt auf SS(1I', 7, v) diesen endlich-dimensionalen Vektorraum zu einem Hilber-
traum macht.

Wir betrachten dazu das Volumenelement

dxd
dw = dw(T) = ny
)

fir r =241y € H.
Das Volumenelement ist invariant unter allen Abbildungen 7 +— M7 mit M € I’
wegen

1
Mr) = ——
(M) |M : 7|2

und
Y

Im M7 = —2
AT |M : 7|?

nach IL.1.1 (i), (ii).
Ist G eine meBbare Teilmenge von H, so heifit

w(G) = /dw

G
die H-Flédche oder hyperbolische Fliache von G.
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2.1 Lemma
Fir den Fundamentalbereich
1 1 1
§={reH||r| > 1,—5 < Rert < 3 73 < Rer <0, falls |7| = 1.}
von (1" gilt

BEWEIS:
Es gilt

rT dydzx 1 17
w(§) = / / e = / mdx = 2arcsm§ =3
1

2.2 Korollar
Ist ¢ : H — € stetig und beschriankt, dann ist das Integral

/ pdw

3
absolut konvergent.

Mit Hilfe dieses Volumenelements sind wir nun in der Lage, auf H(,I", 7, v) ein inneres
Produkt zu definieren.

2.3 Satz

Es seien f,g € H(,T,7,v) und fg € SS(1T,2r,v*) mit r > 2, und es sei ferner § der
Fundamentalbereich von {I' aus 2.1.
Dann konvergiert das Integral

(f.9) = /f(T)ﬁ(ImT)rdw

g

absolut und hat folgende Eigenschaften:
(i) (f,g) ist bilinear.

(i) (f,9) = (g, f)-
(iii) Ist f e SS(1T,r,v), so gilt (f, f) > 0und (f,f) =0« f=0.
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(iv) (flz,gl) = (f,g) fiir alle L € 1T
(v) (f,g) ist unabhéngig von der Wahl des Fundamentalbereichs von I", d.h.

/f g(T)(Im )"~ 2dxdy—/f g(7)(Im 1) 2dxdy

mit §1 = L%.
Das Integral (f, g) definiert also fiir f,g € SS(1I, r, v) ein Skalarprodukt auf SS(1I, r, v),
das sogenannte Petersson-Skalarprodukt.

BEWEIS:
Ist 7 =2+ iy € H, so ist fiir ein " > 0

f(T)g(7) = exp(2mir'T) i 2™t

n=0

da fg € SS(1T,2r,v?). Wegen y > 0 existiert dann ein o > 0 mit

[f(T)g(7)| < aexp(—2mry),

d.h. fg ist auf ]H beschrankt
Somit ist f f(7)g(T)y"2dxdy nach Korollar 2.2 fiir r > 2 absolut konvergent,

denn es erd majorisiert von dem Integral

/ozyr_2 exp(—27k'y)dzdy < « / Y 2 Y dy = a(dmk )T (r — 1).
k3 0
(1)-(iii) folgen sofort aus der Definition von (f,g).
(iv) Sei L € I
Dann gilt (wegen f,g € H(1I',7,v))
fl(r)gli(r) = v(L) f(r)u(L)g(r) = f(7)g(7)

nach Satz I11.1.2, woraus zusammen mit der Invarianz des Volumenele-
ments unter 7 — L7 die Behauptung folgt.

) Zusammen mit dem Ergebnis aus (iv) und I1.1.1 (ii) erhélt man fiir L € T

/f dxdy _ /f (L7)g(L7)(Im L7)" dz;ly
- / o)L 7Y oD 7Y 90
B |L 7> Ldrdy
_ /f e L

und dies entspricht der Behauptung.
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2.4 Satz
Ist f eSS, rv), r>2und
Z bm+ﬂ(f)e2m'(m+n)7’
m+x>0

so gilt

(f,Gr(T,v,n+K)) = {QF(T —Ar(n+ k) "boys(f), fallsn+r>0

BEWEIS:
Es sei e(7) := 2™ ("R mit n + k> 0, also

G.(T,u,n+ k) = Z v(M)(e|p)(7) € G(,T, 7, 0).

Me&

Es folgt fG, € SS(1T,2r,v?), also existiert das Integral (f,G,), und es gilt

(f.G) = / 1) S oMY (el (7 ~2dady
MeG
=[G EImy sy
ME@
S.2.3 (iv),(v) r 9
= f(r dxdy
Z/

_ / F(r)e@)y ~2dady, 1)

wobei B = J,,ce S ist.

Die Vertauschung von Summe und Integral ist nach dem Satz von der majo-
risierten Konvergenz aufgrund der Beschrénktheit des Produkts fG, (vgl. die

Ausfithrungen im Beweis von 2.3) erlaubt.

Der Faktor 2 taucht auf, da die Matrizen L und —L den gleichen Beitrag zur

Summe liefern.

Nun gibt es zu jedem 7 € H genau ein L € ;I' mit L7 € §, und aufgrund
der Betrachtungen zur Struktur von & in IV.2.3 zu L™! genau ein k € Z mit

TFL ' € 6.
D.h. zu jedem 7 € H existiert genau ein k € Z mit T%7 € ‘B.
B ist demnach ein Fundamentalbereich von

(T" |n € Z).

Auch
C:={reC|0<Rer<1,Im7 >0}

0, falls n 4+ k = 0.

43
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ist ein Fundamentalbereich dieser Untergruppe von ;I'.
Es gilt also — aufgrund der Invarianz von f(7)e(7)y" >

fir k € Z — die Gleichung
/f y " dedy = Z / f(r y " 2dxdy
FeZrk gnog

=S / f(r)e(m)y2dudy

_ /;Z;im—

Aus (1) und (2) folgt dann

1

:2//f(7_)€27ri(n+/€)?yr2dxdy
0 0

unter 7 — TFr =7+ k

mit f(7) = 3,4 ws0 bman (f) ™7 und die Fourierkoeffizienten von f sind

gegeben durch
1

bon(f) = [ I

0

Im Fall n + x = 0 also n = k = 0 folgt sofort (f,G,) = 0, denn wegen

f eSSl rv)ist by = 0.
Sei also n+ k > 0. Dann ist

oo 1
(f, Gr) _ 2/(/ f(T)e2m’(n+n)7d$)e2m’(n+n)(77?)yerdy
0

- 2bn+ﬁ: / _47T(n+’§ T_2dy
0

= Dby (F) A (n + R)) / eI (4 (n + )Y 2d (A (n + K)y)
0

J

g

=I(r—1)
— 2 b f) (dm(n + R)) T (e — 1)

mit I'(r — 1) = [t"2e7'dt (t =4n(n+ k)y) und r — 1 > 1.
0

O

44

Nun sind wir in der Lage, im Fall » > 2 fiir die Vektorraume SS(;I',7,v) bzw.

G( (T, r,v) eine aus POINCAREschen Reihen bestehende Basis anzugeben.
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2.5 Satz

Ist 7 > 2, v ein MS vom Gewicht r zu ;I", und ist ferner p := dim G(,I",r,v) > 0, so
bilden die G,.(1,v,n + k) fiir n =0,... ,u — 1 eine Basis von G( ', 7, v).

BEWEIS:
Nach Satz 1.4 ist nur noch zu zeigen, daf3

i) die PoiNCAREschen Reihen G.(7,v,n + k) fiir n € {0,... ,n — 1} mit
n+ £ > 0 den Vektorraum SS(1I',r,v) erzeugen, und da8

ii) die p Reihen G,.(1,v,n+ k) fir n =0,..., u — 1 linear unabhéngig sind.

zui) Essei T C SS(11, r,v) der von den Funktionen G, (7, v, n+k) € SS(1T,r,v)
(ne€{0,...,n—1} mit n+ k > 0) erzeugte Unterraum von SS(1I',r,v),
t = dim% und {fi,..., f;} eine Orthonormalbasis von ¥ beziiglich des
PETERSSON-Skalarprodukts, d.h.

(fis fi) = 0u flird, ke {1,... t}h
Ferner seien a; := (f, f;) (i =1,... ,t) fiir beliebiges f € SS(1I',r,v).
Dann gilt
¢
(f =) aifi) L f; fiiralle j € {1,... t}.
i=1

Insbesondere gilt dann fiir g := f — Zle a; fi

(9.Gr(r,v,n+ k) = 20(r — 1)(m(n+ £))' " buse(g)
0 firallene{0,...,u—1} mitn+rx>0

nach Satz 2.4. Wegen n + k > 0 folgt
buin(g) =0 firallene{0,... ,u—1} mit n+ x> 0.

Damit ist aber g = f — Zle a; f; = 0 nach Satz 1.3, und es gilt f € ¥.
Man erhédlt demnach T = SS(,I, 7, v).

zu ii) Es sei p = dim G(,I",r,v) > 0.
Bilden nun die Funktionen

(pm(7-> _ Z C;ﬁle2ﬂi(n+n)7
n=0

fir m =0,...,u— 1 eine Basis von G(1I',7,v), so gilt det C' # 0 mit

C = (Cq(—bni)n)m,nzo,... p—1-

Denn wire det C' = 0, so wiirden «,...,a,—1 € € existieren, welche
nicht alle verschwinden, mit

pn—1
Zamcgﬁizo 0<n<pu—1).
m=0
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Somit ware dann nach Satz 1.3

oo p—1

pn—1
D amgn(7) = DD ameh)em T =0
m=0

n=0 m=0

fiir alle 7 € H, was einen Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der
©m herbeifithren wiirde.

Somit ist det C' # 0 und C~! transformiert {o, ... ,¢,—1} in eine Basis
mit der Eigenschaft

P (7) = 2R LN 2T (=0, p— 1), (1)

n=p
Ist
pn—1
Z an G (T,v,n+ k) =0, (2)
n=0
so ist auch
p—1 pn—1
0 = (1), Y anGr(r,v,n+K) =D an(m(r), Go(r, 0,1+ K))
n=0 n=0
= 2I(r — D){dr(m+ &) "am, (3)

fir jedes m € {0, ... ,u — 1} wegen (1).

Ist k > 0, so folgt o, = 0 fiir alle m = 0,...,u — 1 aus (3), und die
lineare Unabhéngigkeit der G, ist bewiesen.

Ist hingegen k = 0, so folgt «v,, = 0 fiir alle m = 1,...u — 1 aus (3)
und «p - G,(1,v,0) = 0 fiir alle 7 € H. Damit ist aber auch ag = 0, da
G, (7,v,0) # 0.

Somit sind die G,.(7,v,n + k) fir n =0,... , u — 1 linear unabhéngig.

Aus i) und ii) folgt dann die Behauptung. O



Kapitel VI
Modulformen von negativem

Gewicht

In diesem Kapitel sollen zu gegebenem r > 2 und MS v vom Gewicht » Modulformen
von negativem Gewicht 2 — r zu I’ und zum MS v~ konstruiert werden.

Die Tatsache, dafl diese — falls sie hochstens Pole erster Ordnung in endlich vielen
Punkten im Innern des Fundamentalbereichs § von ;I" und in den Punkten p und
1 besitzen — durch ihre Residuen in diesen Punkten und durch ihren Hauptteil im
Unendlichen nach V.1.1 eindeutig bestimmt sind, legt es nahe, nach einem Analogon
der Partialbruchzerlegung im Bereich der rationalen Funktionen zu suchen.

Als Grundelemente fiir die Konstruktion dieser Formen dienen im wesentlichen die
Partialbruchreihen H,.(T,v,z). Sie werden im folgenden Paragraphen definiert. Diese
héngen von zwei Variablen z,7 € H ab. Wir werden uns fiir die Eigenschaften von
H, als Funktion von 7 bei festem z € HH sowie als Funktion von z bei festem 7 € H
interessieren.

Als Funktion von 7 handelt es sich bei H,(7,v, z) fiir r > 2 um eine Modulform vom
Gewicht r zu 1I" und zum MS v. Als Fourierkoeffizienten im Unendlichen treten gewisse
Fourierreihen Fy_,.(z,v~', m + ) auf, welche als Funktionen von z auf H holomorph
sind.

Aus endlich vielen der Funktionen F5_, und speziellen Werten von H, an Stellen 7 = ¢;
(t=1,...,0) und 7 = p,7 werden wir spater die allgemeinste Modulform vom Gewicht
2 — 7 < 0 zum MS v~ ! als Funktion von z € H mit einfachen Polen in den Punkten

ci € §, pund ¢ linear mit konstanten Koeflizienten kombinieren.

Entscheidend werden hierbei die Zusammenhénge sein, welche sich aus der Vertau-
schung von Parameter und Argument ergeben. Durch einen analogen Prozefl wie den
der Vertauschung von Parameter und Argument hingen auch, wie sich zeigen wird, die
autretenden Funktionen Fy_,.(z,v™!,m + k) mit den Funktionen G, (7,v, —n — /) mit
k' = 1—k—[1—k] aus IV.1.2 zusammen. Der Fourierkoeffizient von F,_,.(z,v™!, m+k)
zum Exponenten n+ &’ ist mit dem von G,.(7,v, —n — ') zum Exponenten m +  iden-
tisch.

1 Die Partialbruchreihen H,(7,v, 2)

1.1 Definition

Es sei v = v, ein MS vom reellen Gewicht r > 2 zu 1T mit v(T') = €*™* und

n k firk >0
K =
1 firk=0.

Ferner sei ' :=1— k™.
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Mit diesen Bezeichnungen definiert man auf H x IH die Funktion

it
e27rm Mt

H(7,2) = H,(1,v, ) := 2mie?™™"' . A ,
]\;6 (6271'ZM’T _ 627rzz)v(M)(M : 7—)7’

wobei & wie in der Definition der Funktionen G,(7,v,n + ) aus IV.1.2 ein volles
System von Matrizen M € ;1" mit verschiedenen zweiten Zeilen durchlauft, welches
mit M auch immer —M enthélt.
Wir schreiben

H,(1,v,2) = H(1,v,2) + HI (1,0, 2)

it
mi . 2mik’ z4+2mik T T
Hr (7—7 v, Z) = 4WZW
und e27r’i[ﬁj/ze27riﬁ+MT
n B .
H(1,v,z) =2mi Z (e2miMT — e2miz )y (M)(M - T)T.
Me&
M=(2 1)

770

1.2 Satz

Ist r > 2 und v = v,y ein MS vom Gewicht r zu I, so gilt:

i) Die Funktion H,(7,v, z) ist als Funktion in der Variablen 7 fiir festes z € H in
H\{Mz | M € ;I'} =: P, holomorph.
Es gilt
H,.(S1,v,2) =v(S)(S:7) H.(7,v,2)
fir alle S € (I

ii) H,(7,v,z) ist als Funktion in der Variablen z bei festem 7 € H holomorph auf

H\{M7| M € '} =: P,.

iii) In den Punkten aus P, besitzt H, als Funktion von 7 bei festem z € H hochstens
einfache Pole, und die Residuen bestimmen sich durch

res(H,(1,v,2),7 = Mz) = e(2)o(M)(M : 2)"*

mit

falls z kein elliptischer Fixpunkt von ;I ist,
falls z = L1 € |, fiir ein L € {I" und b =1,
falls z = Lp € E3 fiir ein L € 1I" und a = 2,

€(z) =

S O = N

sonst.

Hier gilt e(Mz) = €(z) fiir alle M € I
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iv) In den Punkten aus P, besitzt H, als Funktion von z bei festem 7 € H hochstens
einfache Pole, und die Residuen bestimmen sich durch

res(H,(T,v,2),2z = M) = _5(7—)—U(M)(M g
mit

falls 7 kein elliptischer Fixpunkt von ;I ist,

falls 7 = Lp € IE3 fiir ein L € (I ist und a = 0 gilt,
falls 7 = Li € [Ey fiir ein L € 1T ist und b = 0 gilt,

, sonst.

o(1) =

S = O N

v) Ist a9 > 0, Im7 > o und Im z > O%O, so besitzt H,.(7,v, z) die Darstellungen

a)
H,.(1,v,2) = 2mi Z Gy (1,0, —(n+ &)™) (Im 2z > Im 1)
n=0

und
b)
H,.(1,v,z) = 2mi Z By (z,07 m+ g)e2™MHT  (Im 7 > Tm 2).
m+k>0
Hierbei ist
Fg_r(z, U_l, m + /{) = —26_2m(m+“)2 + Z ar,m—i—n(v, —n — H/)€27ri(n+n’)z

n=0

eine auf H holomorphe Funktion in z.

Nach i) und v) b) handelt es sich demnach bei H,(7,v, z) als Funktion von 7 € H bei
festem z € H um eine Modulform vom Gewicht r > 2 zu {I" und zum MS v.

BEWEIS:
i) Es reicht zu zeigen, dafl die Reihe

omik'z 2mikt Mt

e e
H (1,v,2) = 2mi . A
]\;@ (6271'ZM’T _ 627rzz)v(M)(M : 7—)7’
=)
v#0

in 7 fiir festes z € H kompakt gleichméfig auf H\ P, konvergiert.
Dazu sei K C H\ P, kompakt. Die Reihe

ikt
e27rm M

Gf(r,v, k") = MZG W
770
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konvergiert dann nach Satz IV.1.3 gleichmé&fig absolut auf K. Fiir die
gleichméBige Konvergenz von H,M (7, v, z) auf K reicht es also, den Faktor
2z (2mIMT _ o2miz) =1 anf K nach oben abzuschitzen.

Es sei also ag > 0 mit y > ag fiir alle 7 = x + 1y € K. Wegen Lemma
I1.1.1 (ii) gilt dann

Y <L§ 1

ImMr=—"—
YT+ 012 T Yy T Ya

(1)

mit M = <:;) € 1I', v # 0, und es ist

-/ _ ’
6271'2/@ z e 27k'Im z

eQﬂiMT

(2)

e2m’z —o7

721040 — e—2nImz .
Sei t = Im z > 0, dann existiert ein € > 0 mit 0 < € < ¢, und fiir 72 > 0%06
folgt
6727r/€’t
(2) — e—27re _ 6—27rt

d.h. die Reihe H;" konvergiert gleichméBig absolut auf K mit 27C - G;f
als konvergenter Majorante.

=:C,

H, ist dann nach dem Weierstralschen Konvergenzsatz auf H\ P, holo-
morph.

Zum Beweis der Transformationsgleichung verfihrt man wie in Teil ii)
des Beweises von Satz IV.1.3.

ii) Fiir den Beweis der kompakt gleichméBiigen Konvergenz der Reihe H, (7, v, 2)
in z auf H\ P, fiir festes 7 = x + iy € H benutzt man die Abschitzung

. ’
p2mir'z (2 2K Imz (3)
e2miMT _ o2miz | — 6727‘% — e—2rlmz '

Ist ndmlich K C H\ P, kompakt, so existiert ein o > 0 mit Imz >
und

und aus der absoluten Konvergenz der Reihe G (7, v, k™) fir 7 € H folgt
wiederum die gleichméBig absolute Konvergenz der Reihe H,M (7, v, z) auf
K.

iii) Aufgrund des Faktors (e2™M7 — ¢7iz) =1 Jiggen fiir H,(7, v, z) als Funktion
von 7 in den Punkten 7 = M 'z héchstens Pole erster Ordnung vor.
Es gilt

dr
nach Lemma I1.1.1 (i).

d (627riMT o 2m’z) _ 27” 2miM T
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Betrachtet man nun die einzelnen Funktionsterme

27Ti62ﬂi/€’ze27ri/@+MT

Tu(r) = (e2midiT — 2riz)o(M)(M : 7)" =T m(7),

so besitzen diese einen einfachen Pol an der Stelle 7 = M~!z mit dem
Residuum

res(Th(7), 7= M"'2) = res(T_p(7),7=M'2)
627ri/§’z€27ri/@+MM’lz(M .

2mie2m MM =y (N) (M

= 2m

Wegen
(MM~ 2)"

(M : M 2)" = Rk

o(M, M)
nach Lemma II.1.2. (i) und
v(E)=1=v(M)v(M Yo (M, M)

gilt

res(Ty (1), 7= M"'2) =

v(M)(M : z)r=2

Ist demnach z kein Fixpunkt der Modulgruppe, so besitzt H,(7,v, z) in
den Punkten 7= M~z (M € iT") Pole erster Ordnung mit Residuum

R=2v(M)(M:2)*".

Ist hingegen z ein elliptischer Fixpunkt der Modulgruppe, so erhilt man
die folgenden Faélle:

(a) Ist z = Lp € IE3 und somit W = LVL™! (V = (1, })) ein Erzeuger
der Fixgruppe von z mit W3 = —FE, so kann man & so wihlen,
da mit M auch alle MW* (0 < k < 5) in & liegen, denn all diese
Matrizen haben verschiedene zweite Zeilen.

Wiére dies ndmlich nicht der Fall, so gébe es Zahlen k,7 € IN mit
0<k<k+j <5, sodafl nach IV.2.3 fiir ein geeignetes b € Z

MW I = T°MW*,  also MWIM™t=T°
richtig wéare. Daraus wiirde aber
T%=MWYM™' =E,

also b = 0 und somit j = 0 folgen, was einen Widerspruch herbeifiihrt.
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Nach I1.2.1 (4) und (6) ist

27i(a+1)

V(W)W :2)"2=e" 3 . (4)
Fir 0 < k <5 ist dann

o(M)(M :2)"2 = o(M)(M : Wkz) 2

o(MWHE)(MW* ;)2

also

5 5
k=0 k=0

1 B 1 eiQTrikéanl)
Z v(MWHEY(MWE 2 2)r=2 (M) (M : z)r—2 Z

mit a € {0, 1,2}.
Fiir die Summe auf der rechten Seite hat man

i ( 2mik(a + 1)) {6, falls a = 2,
exp(——————%) =
— 3 0, falls a # 2,

d.h. der Pol in 7 = M1z = M~'Lp hebt sich im Fall a # 2 heraus,
wohingegen H, im Fall a = 2 einen Pol erster Ordnung in 7 = M1z
mit Residuum

R=6v(M)(M:2)*"

besitzt.

(b) Ist 2 = Li € By und somit W = LJL™ (J = (% })) ein Erzeuger
der Fixgruppe von z mit W? = —FE, so kann man wieder (wie schon
in (a)) & so withlen, dal mit M auch alle MW* (0 < k < 3)in &
liegen.

Nach I1.2.1 (4) und (6) ist
VW)W 2) 2 = 30D,

und mit denselben Berechnungen wie in (a) erhélt man

3 A -
Z ! _ ) o) (M2 falls b =1,
= VIMWE(MWE:2)=2 | 0, falls b = 0.
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iv)

Die obigen Betrachtungen liefern dann
res(H,(t,v,2), 7 = Mz) = e(2)v(M)(M : z)" >
mit
falls z kein elliptischer Fixpunkt von {I" ist,
falls z = Lp fiir ein L € 1" und a = 2,
falls z = Li fiir ein L € ;T"und b =1,

sonst,

€(z) =

S &~ O

was die Behauptung war. Die Aussage €(z) = ¢(Lz) (L € 1I") erhélt man
aus den Identititen v(LVL™') = v(V) und v(LJL™') = v(J) in 11.2.1
(5).

Fiir die Berechnung der Residuen in den Punkten z = M7 von H,(T,v, 2)
als Funktion von z bei festem 7 € H verfahrt man wie in iii).

Man erhalt

27TZ'627rin’M762m'/€+MT
—2mie?™MTy(M)(M : )"
1
— - = T, = M .
oD 7 res(T_p (1), 2 )

res(Ty(7), 2 = M1) =

Ist 7 kein Fixpunkt von I, so hat H,(7,v, z) als Funktion von z analog
zu iii) in den Punkten z = M7 Pole erster Ordnung mit Residuum

R=—-2v(M)"(M:7)".

(a) Ist 7= Lp € [Es fiir ein L € 1T ein elliptischer Fixpunkt von ;I" und
W = LV L™, so ist nach 11.2.1 (6)

27i

v(WYW . 71)" =e5 9

Das Residuum von H, an der Stelle z = M7 verschwindet also im
Falle a # 0 und hat fiir a = 0 den Wert

R=—6v(M) Y (M:7)"

mit derselben Begriindung wie in iii) (a).

(b) Ist 7= Li € Ey fiir ein L € ;T und W = LJL™', so erhélt man ana-
log, daf} das Residuum an der Stelle z = M7 fiir b # 0 verschwindet,
fiir b = 0 hingegen den Wert

R=—4v(M)™ (M :7)™"

hat.
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Das Ergebnis 148t sich dann wie folgt zusammenfassen:

1
I'eS(Hr(T, v, Z), zZz = MT) = —5(7)W
mit
falls 7 kein elliptischer Fixpunkt von I ist,
falls 7 = Lp fiir ein L € 11" ist und a = 0 gilt,
falls 7 = Li fiir ein L € ¢ ist und b = 0 gilt,

, sonst.

o(1) =

S = O N

Auch in diesem Fall kann man §(z) = §(Lz) (L € 1I') aus I1.2.1 (5)
folgern.

v) Es seien 7 = z 4+ iy, z = 0 + it € H, und es sei ay > 0 gegeben mit
Yy > g, t > aio
Dann folgt aus i) (1)

1
ImMr < — <t firalle M € T,

Qo
also
|e2m'(szT)| _ 6727T(thmMT) < 1. (5)
Es gilt nun
e27rz‘(fe/z+f€+M7')
Ht — 271 - -
STy, 2) QL Z (e2miMr — e2miz)y (M) (M : )"

Mes
770

Z 627ri(/€’z+(n+fl)MT)

= 271 .

o= (1 — e2mi=Mm))y(M)(M : )"
770

mi(n(z—M71)+(1—rH)z+ (kT —1)MT)

YD ) Pt

MeS n=0
7#0

0 27rz (n+rK")(z—MT)

= 27?222

MeS n=0
#0

mi(—(n+r'))MT

— 271_22 Z e? e2m’(n+n/)z

n=0 MEG
270

g

=G (1,0,—(n+x'))

= 27 Z GF (1,0, —(n + &) i+x)z,
n=0
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Aus Korollar IV.2.5 erhélt man, dal H, (7, v, z) die Darstellung

H;F(Ta U, Z) = 27 Z ar,m-ﬁ-n(vv -n - ﬁ/)e2ﬂi(m+n)7+2ﬂi(n+n/)z
m+x>0 (6)
n>0
zuldfit, wobei die Reihe majorisiert wird von der Reihe mit den Gliedern

b = C(1) (1)~ 2Rl [ ) — () () e,

Hierbei ist

Conn = —27?((m+ﬁ)(y—ao)+(n+ﬁ')(t—&io)+(\/m —\/(n+ R’)QLO)Q).

Demnach ist die Reihe (6) auf y > ag + €, t > aio + € (e > 0) gleichméBig
absolut konvergent, kann also beliebig umgeordnet werden.

a) Ist jetzt zusitzlich noch ¢ > y erfiillt, so ist |e>™*~7)| < 1 und

o2mik! z+2mint T

0 _ ¢
HT (T’ Y, 2) - A 62771'7(1 _ eQTI’i(Z*T))

oo
geo.Rh. . ik (z— in(z—
20 471_2627”5 (z—71) § 627rzn(z T)

n=0
= 271 Z 262”i(*”*’€/)762ﬂi(n+n’)z’
n=0
also N
HT(T7 v, Z) = 27T7/ Z GT(T’ v, —(n + /1/))€2ﬂi(n+“/)z
n=0
mit

Gr (T, v, —(n+/<;’)) — 2€2ﬂ'i(*n*n’)T+ Z ar,ern(/U, _n_ﬁ/)€27ri(m+n)7'
m+r>0
in den Bezeichnungen von Satz 1V.2.4.
b) Im Fall y > ¢t ist [e2™(7=2)| < 1 und

e27rm’z+27ri/@+’r

_627riz(1 _ eQﬂ'i(T*Z))

HY1,v,2) = 4mi

00
geo.Rh. . ikt (r— ; _
2.5 _47_(_26271'1/@ (7—=2) § 627rzm(7' z)

m=0

_ i Z _2627ri(m+n+)(77z)

m=0

= 271 Z —2@72ﬂi(m+’€)ze2ﬂ(m+n)7
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wegen

/<L+_

k, falls k >0
1, falls kK = 0.

Nach (6) hat H,(7,v,z) fiir hinreichend grofie y = Im7, ndmlich
y > Im Mz fir alle M € 1I', eine Darstellung als Fourierreihe im
Unendlichen der Form

Hr(Ty U, Z) = 27TZ Z FQ_T(Z, /l)il’ m _|_ Ii)eQﬂ_i(mJﬂi)T

m+k>0
mit
oo
— _ . . /
FQ_T(Z,U 1’m + I{) - _9% 2mi(m+k)z + E anm_‘_ﬁ(v7 —n— lil)62m(n+ﬁ )z
n=0
1
1

= —,/HT(T,U,Z)B_QWi(m+“)de
2me
0

nach der Formel fiir die Fourierkoeffizienten.
Die Funktion H,(7,v,2) ist demnach als Funktion von 7 fiir hinrei-
chend grofie ¥y = Im 7 holomorph, somit folgt aus der Integraldarstel-
lung auch die Holomorphie von Fy_,.(z,v™!,m + ) als Funktion von
z € H.

O
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2 Der Hauptsatz iiber Modulformen von negativem
Gewicht

Zu gegebenem r > 2, einem MS v vom Gewicht r und beliebigen Punkte ¢; (i = 1,... 1)
im Innern des Fundamentalbereichs § von {I" soll in diesem Abschnitt eine Modulform
vom Gewicht 2 —r < 0 zu I’ und zum MS v~! konstruiert werden, welche hichstens
Pole erster Ordnung in den Punkten ¢; (i = 1,... ;1) und in den elliptischen Fixpunkten
p = e5" und i der Modulgruppe besitzt.

Zu diesem Zweck bildet man eine Linearkombination aus den auf IH holomorphen
Funktionen Fy ,.(z,v"!,m + k) und den Werten der Funktionen H,(7,v,z) an den
Stellen 7 =¢; (i=1,...,]), 7T=pund 7 =i.

Die Existenz einer Modulform f € M(1T,2—r,v~!) mit einfachen Polen in der oberen
Halbebene ist jedoch an einige Bedingungen gekniipft, welche Gegenstand der folgen-
deen Untersuchungen sein werden.

Wir fassen zunéchst die notwendigen Bedingungen zusammen, welche sich aus der
Existenz einer solchen Funktion ergeben, welche Pole erster Ordnung in der oberen
Halbebene besitzt.

Eine besondere Rolle kommt dabei den elliptischen Fixpunkten der Modulgruppe zu.

2.1 Lemma

Aus der Existenz einer Modulform f € M(,I',2—r, v;;), welche in (g = Li € [Ey (bzw.
Co=Lp € E3) (L € 1I") einen Pol erster Ordnung besitzt, folgt notwendig a = 0 (bzw.
b=0).

Dies sieht man so ein:

Es sei fiir ein ¢ # 0
c

fin) = (T —Co)

wobei P(T — (p) eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt (, bezeichne. Ist nun W ein
Erzeuger der Fixgruppe von (p, also W ¢, = (p, so gilt

—FP(T—C())’

B _ 7 — (o
(Wr = W) (W :Co)(W:r)

Daraus folgt zum einen

AW W T) | piyyrr gy, (1)

(7= o)
Andererseits ist
FOV) = o (V) ()
_ (WH(W = 1) Lo W)W D)2 TP(r — ). (2)

(7 = Co)
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Mit (1) und (2) erhélt man

lim (7 — Co)f(WT) = c(W : ()? = co *(W)(W : {)* . (3)

T—Co

Ist v = v, ein MS vom Gewicht r > 2 zu I, so folgt aus (3) und I1.2.1 (6), dafl

! =11
= € = ZW.
(V)W + Loy
= (& 2 = 1’

o (W) (W : Li)r

also a = 0 bzw. b = 0 gelten muf, je nachdem, ob ein Fixpunkt der Ordnung 2 oder 3
vorliegt.

Weitere Bedingungen — notwendige und hinreichende — an die Existenz einer solchen
Modulform aus M(,I",2 — 7, v;é) ergeben sich aus einer Untersuchung der Funktionen
f € M( 1Fa 27 1)

2.2 Satz

Eine Funktion f € IM(1I',2, 1) habe endlich viele Pole ¢y, ... , ¢ im Innern des Funda-
mentalbereichs § von {I', und mit Ausnahme hochstens der Punkte ¢ und p sei f auf
dem Rand von § holomorph.

Es sei ferner

F(r) = bu(f)e¥™™ (m € Z)

die Fourier-Entwicklung von f im Unendlichen.

Dann gilt
1 1 1 :
aritol) + grestf i)+ greslfop) + 3 res(fe) =0
BEWEIS:
Es sei n > 0 so gewdhlt, dal Imc¢; < n fiir ¢« = 1,...,[. Integriert man

nun f iiber den in Abbildung 1 beschriebenen Weg v = 22:1 Vi, wobei die
Kreisbogen 74,76 und ~s so gewihlt seien, dafl alle Singularitdten von f im
Innern von ~y liegen, so erhélt man aus dem Residuensatz

/f(T)dT = 2m'Zres(f, Ci)-

i=1

Ist § ein Weg, der ganz im Holomorphiegebiet von f verlauft, und f € M(4I',2,1),

so gilt
/f(T)dT:/f(T)dT
5 Ms
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fiir alle M € 1I" wegen Lemma II.1.1 ()
Seien T' = (01) J = (f 1) und V = ( ) Dann gilt

10
—/f(T)d /f dT—/f
" T 193
und
— [ f(r)dr = [ f(T)d(7) = [ f()dT
Jroe=] Z
woraus l ,
QWineS (f,c) Z/
i=1 =1
folgt.
Es sei 75(s) = —s +in fiir s € [—3, 1].
Ist nun

= > ba(N)ETT = ba()E" =i F (1)

mit t = >, Dann gilt dt = 2mie*™"dr und ~; wird nach der Substitution
7+ t in einen Kreis mit Radius § = ¢~2™ um 0 transformiert, welcher negativ

durchlaufen wird.
[ @i [ g w)

Es ist also
2wt

K5(0)

Zu den Integralen iiber 74 und g betrachte man den Weg v* := T 1ng +v4. Es
beschreibt v* +V~*+V?2~* einen Kreis um p, der im Uhrzeigersinn durchlaufen
wird, somit folgt

QLM /f(T)dT+/f(T)dT 6m/f = ——res(f p)

nach dem Residuensatz.
Analog sieht man, dafl der Weg ~¢ + J~g einen Kreis um ¢ beschreibt, der im
Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Demnach ist

o 1 =iz

FaBt man diese Ergebnisse zusammen, so erhilt man die Gleichung

1 1 !

1 )
%bo + éres(f, i)+ gres(f, p) + izlres(fa c;) = 0.
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Abbildung 1

Aus diesem Satz erhdlt man nun eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer
Form F € M(1I',2 — r,v™!) mit den oben angesprochenen Eigenschaften.

2.3 Korollar

Es sei 7 > 2, v = v,; ein MS vom Gewicht r zu 1T und F € M(;T',2 — r,v™!) mit
endlich vielen einfachen Polen c¢q, ... , ¢ im Innern des Fundamentalbereichs § von (I’
und — mit Ausnahme von p und ¢, in denen auch Pole erster Ordnung liegen diirfen —
keinen Polen auf dem Rand von §. Ferner sei ¢ € SS(1I',r,v).
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Fir N € Z, np > —1 und hinreichend grofies y = Im 7 habe F' nach I11.2.1 (M3) die
Darstellung

o0

F(T) _ Z bnin(F)e2m'(nfn)T
n=N

_ Z b_n_H(F)e%ri(—n—/@)T + Z bn—i—/@’ (Pw)e%ri(n-l—m/)’r7
n=0

0<n+r<no+kK

0, falls k=0,
ng =
—1, falls k >0,

im Falle, daf§ /' im Unendlichen holomorph ist. Sei weiterhin

P(T) = D basn(p)eT 0T

n+x>0

die Fourierentwicklung von ¢ im Unendlichen.

Dann folgt
1 l
5= 2 b (Plbre() + D rese (F)p(c:)
0<n+k<no+k i=1
1 1
+ gres(F,p)e(p) + gres(Fyi)p(i) = 0. (x)
BEWEIS:

Es gilt f:= Fo € M(;I,2,1), und f hat im Unendlichen eine Fourierentwick-
lung der Form

F) = 3 b (Pt

mit einem m € Z.
Wendet man Satz 2.2 auf dieses f an, so erhélt man

l

1 1 1
%bo(F@) + Zzl res(Fy,c;) + gres(ng, p) + ares(Fcp, i) =0.

Ein Koeffizientenvergleich und die Tatsache, dafl F' in den Punkten ¢;, p und
1 hochstens Pole erster Ordnung besitzt, liefert die Gleichung

l
1
o E b (F)nss () + E res(F, ¢;)p(c:)
0<n+k<no+k i=1

b res(E p)elp) + yres(F )pli) = 0.
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Wie aus dem nun folgenden Hauptsatz iber Modulformen von negativem Gewicht her-
vorgeht, erweist sich das Bestehen der Gleichung (x) aus 2.3 fiir alle ¢ € SS(1I', 7, v)
nicht nur als notwendig fiir die Existenz einer Modulform F' € M(,I",2—7,v ') sondern
auch als hinreichend.

24

Hauptsatz iiber Modulformen von negativem Gewicht

Es sei v = v, ein Multiplikatorsystem vom reellen Gewicht » > 2 zur Modulgruppe
1T mit o(T) = ™.

a)

b’)

Man bilde mit willkiirlich vorgegebenen komplexen Konstanten
Miw (O<n+r<ng+r,ng€Z,ng>-1), pp (1<k<I,1>0),p, py

und willkiirlich vorgegebenen paarweise verschiedenen Punkten ¢; (i = 1,... 1)
im Innern des Fundamentalbereichs § von I' die Funktion

l

A(z) = Z )\n+HF2_r(Z,U_1,n+H) +ZpiHr(Ciavvz)
0<n+r<ng+k =1
1 —sgn(a 1-0b
+p’1Tg<)Hr(p,v,2)+plgTHr(iaU>Z)-

Dann ist A eine in IH bis auf hochstens einfache Pole in den Punkten M¢;, Mi und
Mp (M € 1I') holomorphe Funktion von z, welche im Unendlichen den Hauptteil

hA(Z) _ Z (_2))\n+ﬁe2m'(fnfn)z

0<n+rk<ng+k
besitzt.

Ist ¢/ = dim SS(1T,7r,v) > 0 und x* wie in 1.1, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) A(z) e M(,T,2—r,071).

(i) Es gilt

l
1
Z /\n—f—fea'r,n-l—n(vy m+ H+) + Z piGr(Ci> v, m+ /{i_)

2mi

0<n+k<no+kK =1
1-— 1-0
+ %@paGr(p, v,m+ k") + T,OIQGT(Z',U, m+rkT) =0

fir m=0,... 4 — 1.

Ist ¢/ =0, so ist A(z) € M(4T,2 —r,071).
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c) Essei F(z) € M(T,2 — r,v™!) mit endlich vielen héchstens einfachen Polen im

Innern des Fundamentalbereichs § von ;I" und in den Punkten p bzw. 7.

d) Essei ' € M(4I',2 — r,v™!) mit einer Fourierreihendarstellung
F(Z) — Z bn,,i(F)e%i("f’i)z
n=N
_ Z b_n_K(F)€2ﬂi(_n_H)z + Z bn+n/(F)€27ri(n+n/)z7
0<n+k<no+k n=0
im Unendlichen. Dann gilt fiir alle m > 0 die Formel
1
b (F1) = ) Z bonn(F)arnin(v, =m — &)
0<n+rk<ng+k
!
—i Z res(F, ¢;)G, (¢, v, —m — )
i=1
1—
—m’%@res(ﬂ p)G(p,v,—m — K)
—i res(F,i)G,(i,v, —m — K').
BEWEIS:

a) Bildet man mit beliebigen Zahlen A, ., p;, p},ph € € und ¢1,... ,¢; € §

die Linearkombination
l

A(Z) = Z )\nJr,iFQ,T(Z,U_l,n"‘/Q)"‘ZpiHr(CiaUaz)
0<n+r<no+r i=1
1 —sen(a 1-0
+p’17g()Hr(p,v, z) + py——H, (i, v, 2),

3 2

so ist diese Funktion nach Satz 1.2 ii) in der oberen Halbebene bis auf
mogliche einfache Pole in den Punkten z = M¢;, z = Mi und z = Mp
(M € 1I') holomorph und besitzt nach Satz 1.2 iv) b) fiir hinreichend
grofles t = Im z eine Fourierentwicklung im Unendlichen mit dem Haupt-

teil
ha(z) = D (=2 A

0<n+k<no+k

Die Faktoren 1 —sgn(a) und 1 — b sollen nach Lemma 2.1 gewéhrleisten,
daBl die zugehorigen Summanden nur dann auch wirklich auftreten, wenn

Dann fillt F' mit einer durch sie eindeutig bestimmten Linearkombination A(z)
zusammen, indem man nur die Ubereinstimmung der Hauptteile hp(2) und hy(2)
im Unendlichen und der Residuen von F' und A in den Punkten im Innern von
$ sowie in p und i fordert.
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die notwendige Bedingung (a = 0 bzw. b = 0) fiir die Existenz einer Form
aus M(1T',2 — 7, v,,) mit einfachen Polen in p bzw. i erfiillt ist.

Die Residuen von A(z) haben dann nach Satz 1.2 iv) die Werte —2p; in
den¢ (i=1,...,1), —2(1 —sgn(a))p)| in p und —2(1 — b)p}, in 7.

Man definiert nun fiir festes z € H, M € I" eine Funktion Q,.(7, v, z; M)
in 7 € H durch

Qu(1,v,2; M) := H (1,0, M2) —v(M)" (M : 2)* "H,(1,v, 2). n

Nach Satz 1.2 i) hat Q,(7,v,2; M) in den Punkten 7 = LMz (L € {I)
hochstens Pole erster Ordnung mit den zugehorigen Residuen

e(M2)v(L)(L : Mz)"? — e(2)v(LM)(LM : 2)"*0(M)™(M : 2)*~

= 0.

Diese Tatsache folgt aus Satz 1.2 iii), Lemma II.1.1 (iii) sowie II.1.2 (i).

Da die H,(7,v, z) nach Satz 1.2 i) als Funktionen von 7 héchstens ein-
fache Pole in den Punkten 7 = LMz (L € I') haben, ist demnach
Q,(1,v, z; M') holomorph auf H.

Q,.(1,v,2; M) besitzt nach Satz 1.2 v) b) eine Fourierentwicklung der
Form

Q, (7_ v, 2; M Z bn-l—n 7“ o2 (n+r)T

n+x>0

mit

1

b ($2 (7,0, 2 M) = / H,(7,v, Mz)e 2™ dy
0
) /Hr T, v, Z 27ri(n+/€)7dx (2)
= 27”(F2 F(Mz, 07 n+ k)
(M )( )2 "By (2,07 n 4 K))

fir n+x > 0.

Es handelt sich also zusammenfassend, da sich die Transformationsglei-
chung der H, auf die €, iibertragt, bei Q,.(7,v,z; M) fir jedes feste
M € 1 und z € H als Funktion von 7 um eine ganze Spitzenform
zur Modulgruppe vom Gewicht r und zum MS v.

64
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b) Sei p/ = dim SS(1I',r,v) > 0.

7(i) = (ii)” Ist A(z) € M(T,2—r,v7 1), s0ist A(2)-p(z) € M(T,2,1) fiir jedes
¢ € SS(1I',r,v). Die Gleichung

LZ S D Arebuin(@) + Y (~2)pie(er)
0<n+r<no+s =1
- (—2)1_%@@%@([)) + (—2)1?_[)/)’2@(1') =0

folgt dann aus Korollar 2.3.
Sie besteht im Fall y¢/ > 0 auch fiir die Basis {G, (7, v, m+£™) }neo, -1
von SS(1I',r,v) aus Satz V.2.5, was wiederum in den Bezeichnungen
von Satz IV.2.4 der Gleichung (ii) entspricht.

7(ii) = (i)” Gilt nun (ii), so besteht diese Gleichung insbesondere fiir die Funk-
tionen Q,.(7,v,z; M) € SS(1I',r,v) (M € 1I', z € H), was besagt,
daf

l

1
5o Do Awesbuen(Qe(r v 2 M) Y pi€(ci, v, 2 M)

0<n+k<no+k =1

1-— 1—-0
+%@paﬂr<p, 0,2 M) + ——ph (i, v, 5 M)

(L A (M) — o(M)™ (M : 2)*"A(2) = 0
fiir alle M € {I" und alle z € H richtig ist.

Zusammen mit den Aussagen aus a) iiber die Fourierentwicklung folgt
daraus A(z) € M(1T,2 —r,v™ 1), und die Behauptung ist bewiesen.

b") Ist @/ =0, so ist Q,.(7,v,2; M) = 0 fir alle M € 1", d.h.

l

1
O = % Z )\n-{-ﬁbn—f—/@(Qr(T)Uu'z; M)) +ZpiQr(Ci7v’z; M)
0<n+k<no+x =1
1— 1-0
+Mp’19r(p, v,z2; M) + ——ph (i, v, z; M)

3 2
OB N M2) — o (M) (M : 2> "A(2)
fiir alle M € {T', z € H.
Mit a) folgt erneut A(z) € M(1T,2 —r,v™1).
¢) Sei F(z) € M(1T,2—r,v~!) mit hochstens einfachen Polen in den Punk-

ten p,7 und den ¢; € § mit den zugehorigen Residuen res(F,¢;) = —2p;
(i=1,...,0), res(F,p) = —2(1 — sgn(a))p| und res(F,i) = —2(1 — b)ph.
Ferner habe F' fiir geniigend grofies ¢ = Im z eine Fourierentwicklung
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im Unendlichen mit dem Hauptteil hp(z) = ha(z) wie in a) vorgege-
ben. Dann folgt daraus mit Korollar 2.3, angewandt auf F' und die Basis

goor

l
1
Z )‘n-i-nar,n—He(va m + /{F) + Z piGr(cia v, m + I{’—)

211 ,
0<n+k<no+k i=1
1— 1-b
b B G )+ G e ) = 0

firm=20,...,4 —11im Fall z/ > 0.
Somit ist auch die von F' ausgehend gebildete Form A(z) nach b) ein
Element von M(,I",2 — r,v71).
Dies ist aber nach b’) auch dann der Fall, wenn p’ = 0 ist.
Es gilt dann

F(z) = A(z) € G(,T,2 —r,v7h).
Wegen 2 — r < 0 liefert Bemerkung V.1.2 die Tatsache F(z) — A(z) = 0,
da aufler 0 keine ganzen Modulformen von negativem Gewicht existieren.
A ist also durch F' eindeutig bestimmt.

d) Aus a) und c) folgt fiir F' die Darstellung

F(z) = Z (—%)bnn(F)Fzr(z, v n+ k)

0<n+k<no+k

l
1
+ 3 (g res(FLc) Hilei, v, 2)
i=1

_i_(_%)l_sTgn(a)res(F, p)H.(p,v,2)
+(—%>1 ; breS(Fa i)H, (i, v,2)

fiir hinreichend grofies t = Im z.
Fiir die Koeffizienten b,,4,./(F) liefert Satz 1.2 v) a) und b) dann nach
einem Koeffizientenvergleich die Formel

1
b (F1) = ) Z bon—r(F)apnrs(v, —m — K)

0<n+k<no+kK

I
—7ri Z res(F, ¢;)G, (¢, v, —m — k)
i=1

1—

—m’%@res(ﬂ p)G(p,v,—m — k')
1-0 : , /

—i res(F, )G, (i,v, —m — K)




Kapitel VI. Modulformen von negativem Gewicht 67

fiir alle m > 0, denn

Hr(T, v, Z) = 2m Z GT(T, v, —m — ﬁ/>€27ri(m+n')z und
m=0

Py (z,v hn4 k) = —2 2mntnz 4 Z g (0, = — K )e2THMHRD)2
m=0
O

Gegenstand der folgenden Untersuchungen werden die Elemente von H({T',2 —r,v™1)
zu gegebenem r > 2 und MS v vom Gewicht r sein. In diesem Fall, wo es sich um
auf H holomorphe Modulformen handelt, vereinfacht sich dementsprechend (wegen
pi =py=py=0"firi=1,...,0in Satz 2.4) die Formel fiir die Fourierkoeffizienten,
und auch die Bedingungen an die Existenz einer solchen auf IH holomorphen Modulform
von negativem Gewicht werden iibersichtlicher.
Wir wollen den Hauptsatz iiber Modulformen von negativem Gewicht noch einmal fiir
diesen Spezialfall formulieren.

2.5 Satz

Es seien 7 > 2 und v ein Multiplikatorsystem vom Gewicht r zu I’ mit v(T) = e*™*.

a) Die mit komplexen Konstanten A\, (0 <n+x < mng+ kK, ng € Z, ng > —1)
gebildete Funktion

A(z) = Z MinFo (2,07 0+ R)
0<n+k<ng+k
ist ein Element von H(T',2 — r,;v™!) mit dem Hauptteil
hA(Z) _ Z (_2))\n+ﬁe2m'(fnfn)z
0<n+rk<ng+k

im Unendlichen, falls ¢/ = dim SS(1I',7,v) = 0 gilt, oder wenn im Fall p/ > 0
die Bedingung
Z )\n+nar,n+n(va m + '%Jr) =0 (*)

0<n+k<no+k

fir m=0,...,u — 1 erfiillt ist.
b) Ist ' > 0 und A(z) € H(;T[',2 — r, v 1), so folgt

Z >\n+lia’r‘,TL+I€(U7 m+ '%Jr) = 0.

0<n+k<no+k

c) Ist F € H(,T',2 —r,v™"), so fillt F mit einer durch sie eindeutig bestimmten
Linearkombination A(z) zusammen, indem man nur die Ubereinstimmung der
Hauptteile hp(z) und ha(z) im Unendlichen fordert.
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d) Schreibt man

[e.e]

F(Z) _ Z bniﬁ(F)e%ri(nfﬁ)z
n=N

- Z b—n—fe(F)G%Ti(_n_H)z + Z bn_i_ﬁ/(F)eQm(”"m/)Z’

0<n+Kk<no+k n=0
so gilt fir alle m > 0 die Formel

boswl )= 0 (=5 ) s Pl = = )

0<n+r<no+kK

mit den
U nir(V, = — K)

aus Satz 1V.2.4.



Kapitel VII
Das klassische Partitionenproblem

1 Die Partitionenanzahl p(n)

Ein grundlegendes Problem der additiven analytischen Zahlentheorie ist es, eine ge-
gebene positive ganze Zahl durch eine Summe von positiven ganzen Zahlen aus einer
vorgegebenen endlichen oder unenedlichen Menge A = {ay, as, ... } auszudriicken.
Jede Darstellung von n als Summe von Elementen aus A heifit dann eine Partition
oder Zerlegung von n. Man interessiert sich nun fiir die zahlentheoretische Funktion
A(n), welche die Anzahl der moglichen Partitionen von n zahlt.

In der additiven analytischen Zahlentheorie benutzt man zu deren Untersuchung die
sogenannten erzeugenden Funktionen

F(z)=[J@-a™"
meA

eines gegebenen Partitionenproblems.
Im speziellen Fall A = IN = {1,2,...}, dem sogenannten klassischen Partitionenpro-
blem, fiithrt dieser Zugang auf die Funktion
Fla)=TJa—am,
m=1

welche im folgenden genauer untersucht werden soll.

1.1 Definition (Partitionenanzahl)

Es sei n > 1. Dann zdhlt die Partitionsfunktion p(n) die Anzahl der Zerlegungen von n
in positive ganze Zahlen < n. Die Anzahl der Summanden unterliegt dabei keiner Be-
schrankung, Wiederholungen sind erlaubt, und die Reihenfolge der Summanden spielt
keine Rolle, d.h. 8 4+ 9 und 9 + 8 werden als dieselbe Zerlegung der Zahl 17 betrachtet.
Es gilt z.B. p(4) = 5, p(10) = 42 und p(17) = 297.

1.2 Satz
Die Funktion F(z) = [[>°_,(1 —2™)~! ist auf IE holomorph und stellt eine erzeugende

m=1

Funktion der Partitionsfunktion p(n) dar, d.h. es gilt
F(z) = Zp(n)x” fur |z < 1,
n=0

wenn man p(0) := 1 setzt.

BEWEIS:
s. [1], S.308, Theorem 14.2. O
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1.3 Korollar
Fir 7 € H gilt

77—1(7_> _ e—27rz‘2—147-+zp<n+1)e2m‘(n+%)r

n=0
_ Z p(n+ 1)€2m(n+£)7-
n=-—1

mit p(0) := 1.
BEWEIS:

Es gilt

n—l(T) _ e—%T H(l . e%im)_l.
n=1

Setzt man z := ™" so ist |z| < 1 fiir 7 € H, und nach Satz 1.2 gilt
_ i n
i r) =25 p(n)x
n=0
mit p(0) := 1, also

7771(7_> _ 6727&%7 + Zp(n + 1)e2m'(n+£)7,

n=0

was die Behauptung war. O

2 Die Formel von Rademacher

Im Jahre 1918 zeigten G. H. HARDY und S. RAMANUJAN mit der Formel

1 F(x)
pin) =5 [ =
K5(0)

de (0<d<1)

fiir die Fourierkoeffizienten von F' aus Satz 1.2 die asymptotische Formel

L aeE (R o,

p(n) = dn n—K
1<k<av/n

wobel k = i und « eine beliebige positive Zahl ist.
Die Werte Ag(n) sind fiir n, k > 1 gegeben durch

Ak(n): Z em‘s(é,k)—%rin%'

0<d<k
(6.k)=1
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Hierbei ist
k-1

r 1,710 ré, 1
(0= 3 (5~ 5~ ()=
fiir teilerfremde ganze Zahlen 0, k mit £ > 0 die DEDEKINDsche Summe, welche auch
in der Transformationsformel der DEDEKINDschen 7-Funktion auftritt.
Diese Formel erhielten sie unter Zuhilfenahme der sogenannten FAREY-dissection des
Kreises K4(0). (vgl. die Ausfiihrungen in [5], S. 75-115)
D. H. LEHMER zeigte allerdings im Jahre 1937, daf3 die Reihe

exp(F4/3(n — k)

n—kK

- d

divergiert. (s. [7], S.171-176)
Eine Darstellung von p(n) durch eine absolut konvergente Reihe konnte erst H. RA-
DEMACHER angeben. Er bewies — ebenfalls im Jahre 1937 — die Formel

p(n) = 3 ;Ak(”)\@% (1)

n—3

mit den wie oben definierten Werten Ay (n).

Er zeigte ferner, dal man dieselbe asymptotische Formel erhilt wie schon HARDY und
RAMANUJAN zuvor, indem man die Reihe nach dem Glied [a+/n] abbricht.

(s. [16], S.2511f.)

Hierzu benutzte er ebenfalls die Methode der FAREY-dissection. H. S. ZUCKERMAN
bestimmte im Jahre 1940 ebenfalls mit ihrer Hilfe die Fourierkoeffizienten von Modul-
formen von negativem Gewicht, welche im Fundamentalbereich § der Modulgruppe bis
auf einfache Pole in seinem Innern holomorph sind. (s. [23])

Die Herleitung des Hauptsatzes iiber Modulformen von negativem Gewicht in der vor-
liegenden Arbeit unterscheidet sich zwar methodisch von der Vorgehensweise RADE-
MACHERS bzw. ZUCKERMANS, fithrt aber im Fall p| = p}, = 0 auf eine dem Theorem
1 und 2 in [23], S. 141/44 entsprechende Formel.

Im Fall des klassischen Partitionenproblems treten die gesuchten Zahlen p(n) als Fou-
rierkoeffizienten einer nach Satz I11.4.1 und Korollar 1.3 auf H holomorphen Modulform
vom Gewicht —% zur Modulgruppe und zum MS v, L auf.

Kennt man also die Parameter des Problems, d.h. wie in diesem Fall das Gewicht,
das MS v, und den Hauptteil der Funktion in oo, so erhdlt man aus Satz VI.2.5 eine
explizite Formel fiir die Partitionenanzahl p(n).
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3 Die Anwendung des Hauptsatzes iiber Modulfor-
men von negativem Gewicht auf das klassische
Partitionenproblem

3.1 Bestimmung der Parameter

Bei der Funktion n~! handelt es sich nach den Aussagen in 1.2 und nach Korollar 1.3
um ein Element des Vektorraums H(,I', -1, v, ).

In den Bezeichnungen von Satz VI.2.5 ist also r = % >2und Kk = ﬁ.
Faft man v, als MS vom Gewicht g zu 1" auf, so gilt @ = 2 und b = 1 aufgrund der
Aussagen v,(J) = e und v, (V) = €% aus 1.2,

Aus Korollar V.1.5 folgt dann

>
,u':dimSS(lf,a,vn): ——————— +1=0.

Weiterhin gilt &' = 22, ny = 0 und )\i = —3 nach Korollar 1.3.

Wegen Satz VI.2.5 a) ist die mit diesen Parametern gebildete Funktion

1 1
A(Z) = —§F_%(27U;1, ﬂ)
ein Element von H(,T', -3, v, ") mit dem Hauptteil

hA(Z) — 672771'%2

im Unendlichen.
Fiir die Partitionenanzahl p(n) erhdlt man dann nach Satz VI.2.5 d) die Formel

P+ 1) = bz () = —ag g (v, —n— =) (0 20)
bzw.
1 1
p(n) = —gag 1 (v, —n+ ) (n=1). (2)

Es ist nun nur noch zu zeigen, dafl diese Formel auch mit der methodisch vollig anders
hergeleiteten Formel 2 (1) von RADEMACHER iibereinstimmt.

3.2 Satz
Fiir alle n > 1 gilt

Do | =

p(n) = —
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Hierbei ist | y
A,y(n): Z emS(éﬁ)—an;

0<é<y
(6,7)=1
fir n > 1.
BEWEIS:
Wegen 3.1 und Satz IV.2.4 ldfit sich die Partitionenanzahl p(n) darstellen
durch
1 1
p(n) = —gas 1 (v, —n+57)
3 oo
= —2me 1™ ( 1 )4 Z W, (35, v =1 + 57)
24(n—5;)) = v
fir n > 1.

Es seien nun W, und C, fiir v > 1 definiert durch

—_55 1 1
W,y = —e 4 Ww(ﬂ,vn,—n—f-ﬂ)
und ,
2r 4w |1 1 1 1
Cy = —I:(—\/=(n—-=)) — ] -
v 2y V24 24 24(n — 5;)

Zeigt man nun

)

W, =A,(n) = Z mis(0:7)—2min?

0<d<y
(677):1
und
- 1 \/‘i sinh(7 2(n— %))
T2 dan L

(3)

fiir v > 1, so folgt daraus zusammen mit (1) die Darstellung 2 (1) fiir die

Partitionsfunktion.

zu (2): Mit 7 = 2 gilt nach 11.2.1 (ii) und 11.2.2 (vi) mit L = (¢ 7) im Fall y > 0

2
die Gleichung

5

() Tp(L) = edmin, (L) = edmip((~*

vy =4

)-

Ist S, ein vollstéandiges System von zu v teilerfremden Zahlen 0 < 4§ < 7,

73
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so gilt
—Smi — [ Qa* 2mi( Lot (—nt2)0)
W, = —e E  T((55))e #
5esy
ad=1 mod ~
*) Smi —a * 2mi( Lot (—nt25)d)
= —e4 E Uﬂ(( N 75))6 ~ \24 24
€Sy
adé=1 mod v
S DY o5 567~ )+ (Fra—nd+50)
deSy
adé=1 mod ~

27i 1 ~-5(8,7) 1 1 1
— Z e%(fﬂaﬁ’#ﬁ’ﬂa*néfﬂlsﬁ’ﬂ(s)

6€S,
adé=1 mod v

_ § :ems(é,'y) 2minz

5eS,
= A’Y (n>7

was die Gleichung (2) beweist.

=

zu (3): Esseien a,7 >0, n > 1 und & € [0, 1[. Dann gilt mit v := a(n — k)2 >0

SR - v gt (42)

o d (I (u)
N 2 wudu u’

L3 (b) a
= @ —1l1(u).
2(%—5)% +1()
. 1 \/gw 1 ..
Mit r = 3, @ = 2= (y 2 1) und & = 3; erhélt man
P 1
2 (LT - )b @w[(ﬁw( Ly
- — 3 n — — —_———= .
dn (n_i)i 2y 2 vy 24 (n_z_lzl)%

gﬂ _i% = \/i’y% sinh(Z —n—i
ST T e R V" )

nach 1.3 (a).
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Mit C := gw%(n — 5;) folgt dann

o = (),

2 dn \ (n — ﬁ)% 7@(;)% 24
_d ( sinh(C) 22y [ (n— +)3 i
N dn (n — ﬁ)% 72 2 ’

und daraus

o 47\/272 (i)%i sinh(C')

T ym2 167 dn (n_i)%
B % d [ sinh(C)
87 valn (n — i)%

Damit ist (3) gezeigt.
Aus den Identitéiten (2) und (3) folgt nun, dafl die Formel

1
g,i<funa —n + ﬂ)

24

a

N | —

p(n) =~

genau der RADEMACHERschen Darstellung 2 (1) (vgl. auch [16], S.251) ent-
spricht. O

4 Spezielle Erginzungen

Ist r = 3 > 2 mit einem ry € IN wie im obigen Fall, so kann man genauere Aussagen
iiber die Formen F' € H(,I',2 — r,v™!) treffen, indem man die Eigenschaften der in
I11.4.1 eingefiihrten Funktionen ausnutzt.

4.1 Proposition

Es seien r = 2 > 2, 19 € N, v = 143 ein MS zu I" vom Gewicht r und

fr,a,b(T) = 77472T (7—) J27a,1fb(7->

fir 7 € Hund a € {0, 1,2}, 5 € {0,1}.
Dann gilt f,., € H(1T',2—7,v7"), und die Fourierkoeffizienten von f, ,,(7) sind ganze
Zahlen.

mit
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Ist k™ wie in VI.1.1 definiert, so ist

ord (fr.ap 00) = —pf' — KF

mit g/ = dim SS( 1L, r, vap).
Zu jeder Form F € H(T',2 — r, (v,p)"") existiert dann ein P € C[X] mit

F(7) = fran(T)P(Jo(7)).

Hierbei ist J, die Funktion aus III1.4.

BEWEIS:
Aufgrund der Darstellungen

3 — Jo(7) = 12%g3(7)
12'(7) = () = st
und 1299762(7)
193 _ g3\7
PT) =12 = Gy

welche sich aus II1.4 ergeben, sind die Funktionen

27g3(7) )ﬁ

86012 (1)

w|Q

Jao(T) == (Jo)

und
8
Jop(T) = (Jo — 123)2 = (

fiir 7 € H wohldefiniert.

Sie haben ganze Fourier-Koeffizienten, da die Fourier-Koeffizienten von 11,
ﬁgg und 827r_7693 nach Korollar 1.3 und Satz I11.4.1 b) ganze Zahlen sind.

Jap erfiillt fir o € {0,1,2}, 8 € {0,1} wegen 1.2 und II1.4.1 ¢) die Transfor-
mationsgleichung

Jag(S7) = Jao(ST)Jo,s(ST) = (v5(8)) 7% o 5(7)

mit
(UW(J))7801712[3 — €f2m'a73m'ﬁ — eﬂiﬁ

und . .
(vn(v))78a712ﬁ _ ef%af%mﬂ _ e%a.

Aus der Existenz einer Fourierdarstellung im Unendlichen und der Holomor-
phie der vorkommenden Funktionen auf IH folgt somit

Japg € H(1I', 0,04 5).
Es sei nun r = % > 2 mit ry € N und

fr,a,b(T) = 77472T (T) J27a,1fb(7-> .
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Da 4 — 2r eine negative ganze Zahl ist, hat auch f, ,; ganzzahlige Fourierko-
effizienten und erfiillt die Transformationsgleichungen

27

frap(JT) = (UW(J)>4_2T(J : 7')2_r€ 2 (1_b)fna,b(7'>

und )
fr,a,b(VT) - (UU(V))Z;?QT(V : T>27T€T(27a)fr,a,b(7—).
Es gilt | -
(v ()4 2e s (170 = o= =557
und - -
(0, (V)42 @) — =55
woraus
Frap(T) € H(1T,2 — 1, 0,3)
folgt.
Aus der Darstellung der Funktion n~" in Korollar 1.3 liest man ferner
-8 1 Y .
ord (n 700):—g und  ord (n 700)2_5

ab und erhalt

IV

ord (J, 3,00) = —%
sowie

ord (frap,00) — 4-2r (2—a) B (1-0)

24 3 2
r a b

= —— 44— —1=—¢ —k"
27373 pr=k

nach Korollar V.1.5 mit ¢/ = dim SS(1I', 7, vap).
Weiterhin gilt

9 _
ord (Jo—g1-p,p) = 3 ¢ und

. 1-05
ord (JQ—a,l—ba Z) = T

wegen Satz 111.4.1 d).
Ist jetzt € H(,I',2—r, v;g), so ist auch F(1)- f;;b(T) noch in H holomorph,
denn diese Tatsache ist durch ord (F, p) > 25% und ord (F,4) > 5% nach 111.3.1

gewahrleistet.
Wegen I11.4.1 e) handelt es sich folglich bei F - Ir ;b um ein Polynom in Jy mit
komplexen Koeffizienten, d.h. es existiert ein P € C[X] mit

F(T) = fr,a,b(T>P(J0(T))7

und die Behauptung ist gezeigt. O
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Liegt zudem — wie fiir r = g und v = v, — der Fall vor, dafl es auer 0 keine
Spitzenformen vom Gewicht r = % > 2 (ry € IN) zur Modulgruppe und zum Multipli-
katorsystem v gibt, so kann man mit Hilfe der Darstellung in 4.1 zeigen, daf} simtliche
Fourierkoeffizienten —3a,.,, 1+ (v, —=m—«') (n > 0,m > 0) der POINCAREschen Reihen

—%GT(T,U, —m—rk') € H(4T',r,v) (darunter fiir r = g, kt = ﬁ, n=0und K = % die

Partitionenanzahlen p(m) (m > 1)) ganze Zahlen sind.

4.2 Satz

Es sei r =3 > 2 mit ryp € N, v = v, ein MS auf ;I" vom Gewicht r.

Ist ' =dim SS(1, 7, v,) =0, und ist K =1 — k™, so sind die Fourier-Koeffizienten
1

—iar7n+,€+(v, -m—+r) (n>0)

der Modulformen
1
—§Gr(7,v, —m—r)€e H(;I',r,v) (m >0)

sdmtlich ganze Zahlen.

BEWEIS:
Ist r = % > 2 mit einem 79 € N, ¢/ = dim SS(1I',7,v4p) = 0, und definiert
man Funktionen f, € H(,I',2 —r, v;;) durch

fi(7) = frap(T)J5 (7)
fir k>0, 7 € H, so gilt
ord (fy,0) = =kt — k

nach den Ausfithrungen im Beweis der Proposition 4.1. An der Darstellung
der Funktionen f, ,; und Jy in Proposition 4.1 liest man weiterhin ab, dafl es
sich bei den Fourierkoeffizienten der f, um ganze Zahlen handelt, und daf ihre
Fourierentwicklungen mit dem Term e2™(~+"~kT heginnen.

Man findet demnach ein System von Funktionen

D2—r,k(7—) < ]I_I( 1,2 — rvv_l) (k > 0)
mit -
D2—r,k(7') _ e2m’(7/<+7k)7- + Z 042—r,m+n/(DQ—r,k)ezm(me/)T-
m=0
Diese lassen sich durch
Dy_ro= fo

und
k-1

Doy = fr — Z Dy (%)
1=0
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mit gewissen oy € Z angeben.

Nach (*) und den Eigenschaften der Funktionen f sind fiir alle £ > 0, m >0
die Koeflizienten oo mix(Do—r ) ganze Zahlen.

Wendet man dann Satz VI.2.5 a) auf die Funktionen Dj_, ;(7) als Elemente
von H(,T,2 — 7, v7}) mit den Hauptteilen ¢>™(—*"~#7 im Unendlichen an, so
erhalt man ’

1
Dy p(7) = —§F2fr(7, v k4R
und 1
a2fr,m+n/(D2fr,k) = _ia'r,k-‘rnJr (Ua —m — Kv/) (k 2 07 m Z O)

aus Satz VI.2.5 d), woraus folgt, dafl sémtliche Fourier-Koeffizienten

1
—iar,;ﬁ,ﬁ(v, -m—+r) (k>0,m>0)

ganzzahlig sind, was zu beweisen war. a
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SchluBlbemerkung

Um die Partitionenanzahl im Falle des klassischen Partitionenproblems zu berechnen,
reichte es, den Hauptsatz iiber Modulformen von negativem Gewicht fiir diejenigen
Modulformen zu beweisen, welche hochstens einfache Pole in der oberen Halbebene
besitzen, und den Spezialfall, da} es sich bei der zu untersuchenden Form um eine
auf IH holomorphe Modulform von negativem Gewicht handelt, auf die Funktion n~1
anzuwenden.

Mit der Untersuchung der Formen mit Polen erster Ordnung in der oberen Halbebe-
ne sind jedoch die Moglichkeiten der Verallgemeinerung nicht ausgeschopft. Auch den
Modulformen mit Polen hoherer Ordnung in lH kommt im Rahmen der Partitionen-
probleme eine arithmetische Bedeutung zu. (vgl. [12], S. 33-37)

Es macht hingegen etwas mehr Miihe, wenn man zulassen will, daf} die gegebene Mo-
dulform von negativem Gewicht Pole beliebig hoher endlicher Ordnung in IH besitzt.
PETERSSON benutzte die partiellen Ableitungen der Funktionen H,.(7, v, z) nach 7 und
z, um diese allgemeinere Form des Hauptsatzes VI.2.5 zu beweisen. (s. [13], S. 44ff.)
Auch sind nicht alle Formen, welche im Zusammenhang mit Partitionenproblemen zu
untersuchen sind, von negativem Gewicht zur vollen Modulgruppe.

Die Tatsache, daf eine bestimmte Klasse von Partitionenproblemen auf Modulformen
vom Gewicht 0 zu Kongruenzuntergruppen der Modulgruppe fiihrt (s. [11], S. 7ff.),
veranla$te PETERSSON im Jahre 1954 dazu, seine Betrachtungen dahingehend auszu-
dehnen.

Die dort beschriebenen Partitionenprobleme fithren zwar sdmtlich auf Modulformen,
welche auf der oberen Halbebene holomorph sind, was eine Untersuchung von Singu-
laritdten iiberfliissig machte, jedoch verlangte das Gewicht 0 eine methodisch etwas
kompliziertere Vorgehensweise als in der vorliegenden Arbeit. (s. [11])
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