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Einleitung

In seiner Dissertation [A] aus dem Jahre 1921 b efa�te sic h E. Ar tin mit quadratisc hen

Erw eiterungen des rationalen F unktionenk

•

orp ers k := I F

p

( X ), w ob ei p 6= 2 eine Primzahl

und I F

p

der K

•

orp er der Charakteristik p mit p Elemen ten ist. Er zeigte auf, da� sie

•

ahnlic he

Strukturen wie quadratisc he Zahlk

•

orp er aufw eisen.

In dem Buc h Zetafunktionen und quadr atische K

•

orp er ([Zag2 ]) v er

•

o�en tlic h te D. B. Za gier

einen neuen Bew eis f

•

ur ein urspr

•

unglic h v on F. Hirzebr uch (s. [Hir], S.241) stammendes

Resultat. Za gier zeigte die Aussage v on Hirzebr uch in der F orm

Sei

p

p = m

0

�

1

m

1

�

1

m

2

�

1

.

.

.

�

1

m

�

�

1

m

1

�

1

.

.

.

die ne gative Kettenbruchentwicklung der Quadr atwurzel einer Primzahl p � 3 (4) mit p 6= 3

mit der minimalen Perio de � . F

•

ur die Klassenzahl h ( p ) im weiter en Sinne von Q I (

p

p ) gelte

h ( p ) = 1 . Dann gilt f

•

ur die Klassenzahl h ( � p ) von Q I (

p

� p )

h ( � p ) =

1

3

�

X

r =1

m

r

� �:

(s.[Zag2 ], S.136)

Hierb ei b en utzte Za gier die Korresp ondenz zwisc hen Idealklassen quadratisc her Zahlk

•

orp er

und

•

Aquiv alenzklassen bin

•

arer quadratisc her F ormen. Er erhielt die obige F ormel durc h die

Betrac h tung der engen Idealklassenein tei lun g und zeigte auf, da� sie in Zusammenhang mit

der negativ en Ketten bruc hen t wic klung steh t.

Im Jahre 1992 wurden die Metho den v on Za gier v on C. D. Gonz

�

ales in seinem Artik el

Class Numb ers of Quadr atic F unction Fields and Continue d F r actions ([Gz ]) erfolgreic h auf

reell-quadratisc he F unktionenk

•

orp er

•

ub ertragen und f

•

uhrten zu einem Hirzebruch-A nalo gon

f

•

ur den F unktionenk

•

orp erfall. Hierb ei b en utzte er den v on Ar tin en t wic k elten Ketten bruc hal-

gorithm us f

•

ur reell-quadratisc he F unktionenk

•

orp er und die

•

Aquiv alenz v on Idealklassen im

w eiteren Sinn. Mit der

•

Aquiv alenz im engeren Sinn und seiner

•

Ub ertragung auf F unktio-

nenk

•

orp er b esc h

•

aftigte sic h R. F ar wick in seiner Diplomarb eit Kettenbr

•

uche und enge Klas-

sen in r e el l quadr atischen F unktionenk

•

orp ern

•

ub er I F

p

([F ar ]), in w elc her er die Aussagen v on

Gonz

�

ales auf die enge Klassenein teilung

•

ub ertrug.

Motiviert wurde er hierzu v on der Arb eit R e al quadr atic F unction Fields v on D. R. Ha yes

([H1 ]). Ha yes stellte eine M

•

oglic hk eit v or, den Begri� der engen

•

Aquiv alenz in quadratisc hen

Zahlk

•

orp ern auf quadratisc he F unktionenk

•

orp er zu

•

ub ertragen und f

•

uhrte eine allgemeinere

Ketten bruc hen t wic klung f

•

ur Elemen te eines reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers ein. Es

gelang ihm mit der Un tersuc h ung v on Shint ani -Sektoren ein zw eites Hirzebruch-A nalo gon

aus der Berec hn ung der Zeta-F unktion Z ( s; A ) einer engen Idealklasse A an der Stelle s = 0

zu folgern.



Einleitung IV

Er b ewies dieses letztendlic h, indem er einige { f

•

ur algebraisc he Zahlk

•

orp er b ek ann te { klas-

senk

•

orp ertheoretisc he Aussagen auf F unktionenk

•

orp er

•

ub ertrug. Im V ordergrund stand hier-

b ei das Zerlegungsv erhalten Ar tin sc her L-F unktionen, w elc hes f

•

ur den Zahlk

•

orp erfall z.B. in

[Nk], S.558�. un tersuc h t wurde.

Ziel der v orliegenden Arb eit ist es, ohne Ben utzung klassenk

•

orp ertheoretisc her Ergebnisse

so w ohl die Hirzebruch-A nalo ga v on Ha yes als auc h allgemeinere F ormeln f

•

ur die Pro dukte

zw eier Klassenzahlen reell- bzw. imagin

•

ar-quadratisc her F unktionenk

•

orp er herzuleiten.

Zu diesem Zw ec k

•

ub ertragen wir die auf C. F. Ga uss zur

•

uc kgehende v on Za gier b en utzte

Gesc hlec h tertheorie der engen Klassenein teilu ng auf F unktionenk

•

orp er und b estimmen s

•

am t-

lic he Gesc hlec h tsc haraktere zur engen Klassengrupp e.

•

Ub er die Betrac h tung biquadratisc her imagin

•

arer bizyklisc her und biquadratisc her total-

reeller Erw eiterungen v on k erhalten wir dann F ormeln f

•

ur das Pro dukt der Klassenzahlen

zw eier reell- bzw. imagin

•

ar-quadratisc her F unktionenk

•

orp er. Wie im Zahlk

•

orp erfall k

•

onnen

wir zeigen, da� diese auc h im F unktionenk

•

orp erfall im w esen tlic hen den W erten v on L-

F unktionen zu Gesc hlec h tsc harakteren der engen Klassengrupp e eines reell-quadratisc hen

F unktionenk

•

orp ers an den Stellen 0 und 1 en tsprec hen.

Durc h die v orangegangene explizite Angab e der Gesc hlec h tsc haraktere lassen sic h diese W erte

als Erw eiterung der Ergebnisse v on Gonz

�

ales , Ha yes und F ar wick n un auc h f

•

ur mehrge-

sc hlec h tige und mehrklassige F unktionenk

•

orp er b erec hnen.

Um zu diesen Ergebnissen zu gelangen, w erden wir wie folgt v orgehen.

T eil I der v orliegenden Arb eit stellt die Grundlagen aus der algebraisc hen Zahlen theorie

b ereit. Insb esondere w erden hier die v on Ar tin gepr

•

agten Begri�e reell- und imagin

•

ar-

quadratisc her F unktionenk

•

orp er als Erw eiterungen v on k eingef

•

uhrt und ihre wic h tigsten

Eigensc haften zusammengefa�t.

Der zw eite T eil b efa�t sic h mit der allgemeinen Ketten bruc hen t wic klung in einer Komplettie-

rung v on k , w elc he auf Ha yes zur

•

uc kgeh t. Ein Sc h w erpunkt liegt hier auf der Un tersuc h ung

der engen Kettenbruchentwicklung reduzierter Elemen te eines reell-quadratisc hen F unktio-

nenk

•

orp ers und ihrer P erio den. Mit ihrer Hilfe ist es z.B. m

•

oglic h, die in T eil I de�nierte

p ositive Grundeinheit eines reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers explizit zu b erec hnen.

In T eil I I I w erden die enge

•

Aquivalenz v on Idealen und die enge Idealklassengrupp e C

+

( K )

de�niert und Kriterien daf

•

ur hergeleitet, w ann in reell- und imagin

•

ar-quadratisc hen Erw eite-

rungen der enge mit dem w eiten

•

Aquiv alenzb e gri� zusammenf

•

allt. Hier stellt man f

•

ur ima-

gin

•

ar-quadratisc he F unktionenk

•

orp er erheblic he Un tersc hiede zum Zahlk

•

orp erfall fest.

Es folgt die Konstruktion eines Isomorphism us zwisc hen den engen Idealklassen eines reell-

quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers K = k (

p

D ) und den engen

•

Aquiv alenzklassen v on F unk-

tionen der Diskriminan te D .

Nac h der Einf

•

uhrung des auf Ar tin zur

•

uc kgehenden quadratisc hen Restsym b ols in I F

p

[ X ],

w elc hes wir f

•

ur unsere Zw ec k e v erallgemeinern, w erden die Zeta- und L-F unktionen zu qua-

dratisc hen F unktionenk

•

orp ern de�niert und absc hlie�end die Ar tin sc hen Klassenzahlformeln

zitiert.

Der zen trale T eil IV, w elc her sic h mit der Gesc hlec h tertheorie der engen Klassengrupp e

b esc h

•

aftigt, b eginn t mit der Bestimm ung der Anzahl am biger Ideale und am biger enger

Klassen in reell- und imagin

•

ar-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ern und somit der Anzahl der

Gesc hlec h ter der engen Klassengrupp e. Die b estehenden Analogien zum Zahlk

•

orp erfall leg-

ten die V erm utung nahe, die Gesc hlec h tsc haraktere im w esen tlic hen durc h das quadratisc he



Einleitung V

Restsym b ol ausdr

•

uc k en zu k

•

onnen, wie dies z.B. v on C. L. Siegel in [Sie2] f

•

ur quadratisc he

Zahlk

•

orp er gesc hah. Das wird durc h die explizite Angab e aller Gesc hlec h tsc haraktere der

engen Klassengrupp e in Kapitel 12 b est

•

atigt.

Zieh t man die Ergebnisse der Arb eit A mbiguos Classes and 2-r ank of Class Gr oup of Quadr a-

tic F unction Field v on X. Zhang ([Zh]) heran, so gelingt es zudem, un ter den Gesc hlec h ts-

c harakteren der engen Klassengrupp e diejenigen auszuzeic hnen, w elc he sc hon Charaktere der

w eiten Klassengrupp e sind.

Der absc hlie�ende T eil V b esc h

•

aftigt sic h mit der Situation eines biquadratisc hen F unktio-

nenk

•

orp ers L = k (

p

D

1

;

p

D

1

)

•

ub er einem reell-quadratisc hen K

•

orp er K = k (

p

D

1

D

2

) mit

zw ei teilerfremden normierten P olynomen D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ]. Im Zahlk

•

orp erfall wird die Be-

stimm ung der sogenann ten R elativklassenzahl v on L=K auf die Berec hn ung der W erte v on

L-F unktionen zu Gesc hlec h tsc harakteren der engen o der w eiten Klassengrupp e an der Stelle

1 zur

•

uc kgef

•

uhrt (vgl. dazu die Ausf

•

uhrungen in [Ha2 ]).

Im F unktionenk

•

orp erfall b esteh t die Berec hn ung des Pro dukts h ( D

1

) h ( D

2

) der b eiden qua-

dratisc hen T eilk

•

orp er v on L im w esen tlic hen aus der Ermittlung der W erte einer L-F unktion

zu einem Gesc hlec h tsc harakter der engen Klassengrupp e an den Stellen 0,1 und

� i

log p

. Den

Zahlk

•

orp er-Ansatz

•

ub er Klassenfunktionen zu V orzeic henc harakteren aus [Mey] und [Lg]

v erfolgend, b erec hnen wir die W erte der L-F unktionen an diesen Stellen, indem wir die v on

Ha yes v erw endeten Shint ani -Sektoren b en utzen. Hier wird v on uns jedo c h eine v er

•

anderte

De�nition des Eckenp aar es eines Gitters b en utzt, um den Zusammenhang zur engen (bzw.

negativ en) Ketten bruc hen t wic klung herzustellen. Nac h der Herleitung einer F ormel f

•

ur die

Kr one cker-Gr enzwerte v on Zeta-F unktionen zu einer engen Idealklasse, ist es absc hlie�end

m

•

oglic h, das Pro dukt h ( D

1

) h ( D

2

) zw eier b eliebiger quadratisc her K

•

orp er k (

p

D

i

) mit teiler-

fremden D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ] zu b erec hnen, f

•

ur w elc he K = k (

p

D

1

D

2

) ein reell-quadratisc her

K

•

orp er ist.

Zur Best

•

atigung der erhaltenen F ormeln w erden letztlic h Beispiele so w ohl f

•

ur den einklassigen

als auc h f

•

ur den mehrklassigen und mehrgesc hlec h tigen F all angef

•

uhrt.

Die dort gemac h ten Aussagen wurden zum einen v om V erfasser der v orliegenden Arb eit mit

dem Computer-Algebra-System SIMA TH 4.4 b erec hnet, w elc hes an der Univ ersit

•

at Saar-

br

•

uc k en en t wic k elt wurde. Zum anderen wurden sie aus T ab ellen in [A] und [WZ ] en tnom-

men.



Einleitung VI

An dieser Stelle m

•

oc h te ic h mic h ganz herzlic h b ei Herrn Prof. Dr. Heinric h Lang f

•

ur die

Ausw ahl des Themas, sein immer wieder motivierendes In teresse und die stete Gespr

•

ac hsb e-

reitsc haft w

•

ahrend der En tsteh ung dieser Arb eit b edank en.

Dar

•

ub er hinaus geh t mein Dank an das Gr aduiertenkol le g A lgebr aische Ge ometrie und Zah-

lenthe orie , w elc hes mic h mit einem dreij

•

ahrigen Stip endium �nanziell un terst

•

utzte.

Sc hlie�lic h dank e ic h no c h allen Nic h t-Mathematik ern, die mic h gerade in den letzten Mo-

naten der Erstellung dieser Arb eit zw ar oft mit V erst

•

andnislosigk eit ab er immer wieder mit

aufm un terndem Beistand un terst

•

utzt hab en. Bei ihnen m

•

oc h te ic h mic h mit den W orten des

Zahlen theoretik ers G. H. Hard y en tsc h uldigen:

"Ich hab e nie etwas gemacht, was 'n

•

utzlich' gewesen w

•

ar e. F

•

ur das Wohlb e�nden der Welt

hatte keine meiner Entde ckungen { ob im Guten o der Schle chten { je die geringste Be deutung.

Nach al len pr aktischen Ma�st

•

ab en ist der Wert meines mathematischen L eb ens gleich Nul l,

und au�erhalb der Mathematik ist es ohnehin trivial.

Ich hab e nur eine Chanc e, dem V er dikt vol lkommener T rivialit

•

at zu entgehen, und zwar da-

dur ch, da� man mir zugesteht, etwas gescha�en zu hab en, was sich zu scha�en lohnte. Da�

ich etwas gescha�en hab e, ist nicht zu b estr eiten; die F r age ist nur, ob es etwas wert ist."

( Godfrey Har old Hard y , A Mathematician's Ap ology , Cam bridge 1967)



T eil I

Grundlagen

In diesem T eil w erden die theoretisc hen Grundlagen f

•

ur die w eiteren T eile der v orliegenden

Arb eit zur V erf

•

ugung gestellt und b ek ann te Aussagen

•

ub er reell- und imagin

•

ar-quadratisc he

F unktionenk

•

orp er wiederholt.

Diese Aussagen basieren auf [A],[Sti ],[Deu ],[WZ ],[Kor ],[Ws ] und [Sc hm2 ]. Sie stellen b ek ann te

und zen trale Eigensc haften aus der Theorie algebraisc her F unktionenk

•

orp er dar und w erden

daher an dieser Stelle w eitgehend informell b esc hrieb en.

1 Algebraisc he F unktionenk

•

orp er

1.1 De�nition und Eigensc haften

1.1.1 De�nition

Es sei p eine ungerade Primzahl, I F

p

der K

•

orp er der Charakteristik p mit p Elemen ten.

Ein algebr aischer F unktionenk

•

orp er K (in einer V ariablen)

•

ub er dem Konstan tenk

•

orp er I F

p

,

K = I F

p

, ist eine endlic h-erzeugte Erw eiterung v on I F

p

v om T ranszendenzgrad 1

•

ub er I F

p

und

wird auc h algebr aischer Kongruenzfunktionenk

•

orp er

•

ub er I F

p

genann t.

Wie man w ei�, existiert immer ein

•

ub er I F

p

transzenden tes Elemen t X 2 K , derart, da� K

eine endlic h-algebraisc he , separable Erw eiterung v on k := I F

p

( X ), dem rationalen F unktio-

nenk

•

orp er in der V ariablen X

•

ub er I F

p

, ist und damit [ K : k ] =: n < 1 gilt. Es sei v on n un

an X so gew

•

ahlt.

Der Ganzheitsring v on K , d.h. der ganz-algebraisc he Absc hlu� v on I F

p

[ X ] in K , w erde mit

O

K

b ezeic hnet. Bei diesem handelt es sic h um einen Dedekind-Ring mit der Einheitengrupp e

O

�

K

.

1.2 Ideale

Die Menge I ( K ) der gebr o chenen O

K

-Ide ale v on K , d.h. der O

K

� Un termo duln a v on K , zu

denen ein d 2 O

K

nf 0 g , existiert mit d a � O

K

, bildet b ek ann tlic h eine m ultiplik ativ e Grupp e

mit der Menge H ( K ) der O

K

-Hauptide ale � O

K

= ( � ) als Un tergrupp e ( � 2 K

�

).

Ein O

K

-Ideal a hei�t ganz , falls a � O

K

gilt.

Zw ei O

K

-Ideale a ; b 2 I ( K ) hei�en

•

aquivalent ( a � b ), falls a = ( � ) b gilt mit einem � 2 K

�

.

Die aus dieser Relation herv orgehenden

•

Aquiv alenzklassen hei�en weite

•

Aquivalenzklassen (in

Abgrenzung zu den in Kapitel 8.1 de�nierten engen

•

Aquiv alenzklassen).

Mit C ( K ) = I ( K ) =H ( K ) wird dann die weite Ide alklasssengrupp e v on K bzgl. O

K

b ezeic hnet.

Die Anzahl h ( K ) der Elemen te v on C ( K ) nenn t man die weite (Ide al-)Klassenz ahl v on K .

F

•

ur ein Ideal a 2 I ( K ) b ezeic hnen wir die zugeh

•

orige w eite Idealklasse mit [ a ].



T eil I. Grundlagen 2

2 Stellen

Zu den Stellen der algebraisc hen F unktionenk

•

orp er K = I F

p

und des rationalen F unktionenk

•

orp ers

k fassen wir hier die Aussagen aus [Sti ], [Nk] und [Sc hm2] zusammen.

Ist P eine Stelle v on K = I F

p

mit dem zugeh

•

origen Bewertungsring R

P

, dem maximalen Ide al

m

P

und dem R estklassenk

•

orp er �

P

:= R

P

= m

P

, dann ist der Grad v on P de�niert als

f

P

:= grad P := [ �

P

: I F

p

] < 1 :

Die Norm v on P ist de�niert durc h

N ( P ) := p

f

P

:

Wir b ezeic hnen mit v

P

die zu P geh

•

orige (additiv e) normierte Bew ertung v on K = I F

p

und mit

I P

K

die Menge der Stellen v on K .

2.1 Unendlic he Stellen

Es existiert eine unendlic he Stelle v on k

•

ub er I F

p

, w elc he wir mit 1 b ezeic hnen. F

•

ur die-

se ist f

1

= 1. Zu dieser geh

•

ort die (additiv e) Bew ertung v

1

, w elc he gegeb en ist durc h

v

1

( P ( X ) =Q ( X )) = grad Q ( X ) � grad P ( X ) f

•

ur P olynome P ; Q 2 I F

p

[ X ], Q 6= 0. Die zu-

geh

•

orige m ultiplik ativ e Bew ertung j � j ist gegeb en durc h

j Z j =

(

p

grad P � grad Q

; falls Z =

P

Q

mit P ; Q 2 I F

p

[ X ], Q 6= 0

0 ; falls Z = 0.

F

•

ur den Bew ertungsring

R

1

:= f Z 2 k j j Z j � 1 g

erh

•

alt man R

1

= I F

p

[

1

X

]

(

1

X

)

, die Lok alisierung nac h dem Primideal m

1

:= ( X

� 1

).

Ist n un [ K : k ] = n � 1, so ist die Zerlegung v on 1 gegeb en durc h

1 = 1

e

1

1

� : : : � 1

e

r

r

;

w ob ei 1

1

; : : : ; 1

r

die F ortsetzungen der unendlic hen Stelle 1 v on k auf K sind, f

•

ur w elc he

die fundamen tale Gleic h ung

n =

r

X

i =1

e

i

f

1

i

mit f

1

i

= grad 1

i

ric h tig ist.

2.2 Endlic he Stellen

Die endlic hen Stellen des rationalen F unktionenk

•

orp ers k

•

ub er I F

p

sind eindeutig den nor-

mierten Primp olynomen P 2 I F

p

[ X ], d.h. den normierten irreduziblen P olynomen

•

ub er I F

p

,

zugeordnet. Jedem normierten Primp olynom P 2 I F

p

[ X ] en tspric h t eine Stelle P

P

v om Grad

grad P

P

= grad P . Die zugeh

•

orige normierte Bew ertung v

P

P

liefert f

•

ur Z = P

n

Q

1

=Q

2

( n 2 Z Z ; Q

1

; Q

2

2 I F

p

[ X ] ; Q

2

6= 0 ; ( P ; Q

1

Q

2

) = 1) dann den W ert v

P

P

( Z ) = n . P ist

dann Primelemen t f

•

ur P

P

, also gilt v

P

P

( P ) = 1.
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Insgesam t hat man

I P

k

= f P

P

j P 2 I F

p

[ X ] normiertes Primp olynom g [ f1g ;

und die endlic hen Stellen v on K = I F

p

sind dann I P

K

nf1

1

; : : : ; 1

r

g .

3 Die Komplettierung k

1

3.1 De�nition und Eigensc haften

3.1.1 De�nition

Es b ezeic hne ( k

1

; j � j

1

) die Komplettierung v on ( k ; j � j ) b ez

•

uglic h der unendlic hen Stelle 1

des rationalen F unktionenk

•

orp ers k . Mit anderen W orten

(1) k � k

1

, und j � j ist die Einsc hr

•

ankung v on j � j

1

auf k .

(2) k

1

ist v ollst

•

andig b ez

•

uglic h j � j

1

, d.h. jede j � j

1

-Cauc h y-F olge aus k

1

k on v ergiert.

(3) k liegt dic h t in k

1

.

Dann k ann man k

1

nac h S

•

atzen aus der Bew ertungstheorie (s. [Nk], S.132, [Sti], S. 143)

sc hreib en als

k

1

= f

1

X

n = r

a

n

�

1

X

�

n

=

r

X

n = �1

a

n

X

n

j r 2 Z Z ; a

n

2 I F

p

; a

r

2 I F

�

p

g ;

denn I F

p

bildet ein v ollst

•

andiges Repr

•

asen tan tensystem v on �

1

:= R

1

= m

1

.

Ist Z :=

P

r

n = �1

a

n

X

n

2 k

�

1

mit a

r

6= 0, so ist

j Z j

1

= j lim

k !1

r

X

n = � k

a

n

X

n

j

= lim

k !1

j

r

X

n = � k

a

n

X

n

j

= p

r

;

denn j � j

1

setzt j � j stetig fort.

Da wir k eine w eiteren Absolutb etr

•

age auf k bzw. k

1

b en utzen, w erden wir auc h die F ortset-

zung j � j

1

wieder mit j � j b ezeic hnen.

3.1.2 De�nition

F

•

ur Z =

P

r

n = �1

a

n

X

n

2 k

�

1

mit a

r

6= 0 f

•

uhren wir die folgenden Bezeic hn ungen ein:

(i) grad Z := r 2 Z Z sei de�niert als der Gr ad v on Z .

(ii) sgn ( Z ) := a

r

2 I F

�

p

nennen wir das Signum von Z und
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(iii)

[ Z ] :=

(

P

r

n =0

a

n

X

n

; falls r � 0,

0 ; falls r < 0

2 I F

p

[ X ]

den Polynomteil o der auc h Hauptteil v on Z .

(iv) Ist sgn Z = 1, so hei�t Z normiert .

(v) Ist

�

�

p

�

: I F

�

p

! f� 1 g

das Legendre-Sym b ol, so setzen wir dieses nac h k

�

1

fort durc h die Abbildung

� : k

�

1

! f� 1 g

� ( Z ) :=

�

sgn ( Z )

p

�

f

•

ur Z 2 k

�

1

.

(vi) Ein Elemen t Z 2 k

�

1

hei�e p ositiv , falls � ( Z ) = 1 gilt.

4 Quadratisc he und biquadratisc he Erw eiterungen v on k

Der Gro�teil der v orliegenden Arb eit b esc h

•

aftigt sic h mit quadratisc hen und biquadratisc hen

Erw eiterungen des K

•

orp ers k , deren Eigensc haften basierend auf [A] und [Kor] hier zusam-

mengefa�t w erden sollen.

4.1 De�nition und Eigensc haften

4.1.1 De�nition

Ein algebraisc her F unktionenk

•

orp er K = I F

p

hei�t quadr atischer (Kongruenz-)F unktionenk

•

orp er

•

ub er I F

p

, falls K eine quadratisc he Erw eiterung v on k ist mit

[ K : k ] = 2 :

Wir b etrac h ten also zu einer gegeb enen F unktion D 2 I F

p

[ X ] die quadratisc he Gleic h ung

Y

2

= D :

Im F alle, da� D ungeraden Grad b esitzt o der sgn D ein quadratisc her Nic h trest mo d p ist,

hat obige Gleic h ung o�ensic h tlic h k eine L

•

osung in k

�

1

.

Ist jedo c h grad D gerade und D p ositiv, so sc hreibt man

D = a

2

X

2 n

+ a

2 n � 1

X

2 n � 1

+ : : : + a

0

= a

2

X

2 n

(1 + �)

mit

� =

a

2 n � 1

a

2

X

� 1

+

a

2 n � 2

a

2

X

� 2

+ :::;
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also j � j � p

� 1

. Nac h [A], S.159 k ann man dann die L

•

osung Y der quadratisc hen Gleic h ung

in k

�

1

darstellen durc h

Y = aX

n

1

X

� =0

 

1

2

�

!

�

�

;

w ob ei der Binomialk o e�zien t mo d p gelesen w erden m u�.

Wir sc hreib en v on n un an Y =:

p

D , w ob ei das V orzeic hen � 1 no c h frei w

•

ahlbar sei.

Ausgehend v on diesen Beobac h tungen de�nieren wir n un reell- und imagin

•

ar-quadratisc he

Erw eiterungen v on k .

4.1.2 De�nition

(i) Eine Erw eiterung K =k v on k hei�t r e el l-quadr atisch , w enn gilt:

K = k (

p

D ) mit D 2 I F

p

[ X ] n I F

p

[ X ]

2

, grad D gerade und D p ositiv.

(ii) K =k hei�t imagin

•

ar-quadr atisch , w enn gilt:

a) K = k (

p

D ) mit D 2 I F

p

[ X ] n I F

p

[ X ]

2

, grad D ungerade o der

b) K = k (

p

D ) mit D 2 I F

p

[ X ] n I F

p

[ X ]

2

, grad D gerade und D nic h t p ositiv.

(iii) Ein F unktionenk

•

orp er L=k hei�t imagin

•

ar er biquadr atischer bizyklischer F unktionenk

•

orp er ,

falls L die F orm L = k (

p

D

1

;

p

D

2

) hat, w ob ei D

1

D

2

2 I F

p

[ X ] n I F

p

[ X ]

2

ist und ferner

K = k (

p

D

1

D

2

) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er und k (

p

D

1

) und k (

p

D

2

)

zw ei imagin

•

ar-quadratisc he F unktionenk

•

orp er mit k (

p

D

1

) \ k (

p

D

2

) = k sind.

(iv) Ein F unktionenk

•

orp er L=k hei�t total-r e el ler biquadr atischer F unktionenk

•

orp er , falls L

die F orm L = k (

p

D

1

;

p

D

2

) hat, w ob ei D

1

D

2

2 I F

p

[ X ] n I F

p

[ X ]

2

ist und k (

p

D

1

) und

k (

p

D

2

) zw ei reell-quadratisc he F unktionenk

•

orp er mit k (

p

D

1

) \ k (

p

D

2

) = k sind.

4.1.3 Bemerkung

Es sei g 2 I F

�

p

eine b eliebige, ab er v on n un an fest gew

•

ahlte Primitivwurzel mo d p . Dann ist

� ( g ) = � 1, und es sei D in den obigen F

•

allen immer so gew

•

ahlt, da� sgn D 2 f 1 ; g g gilt und

D quadratfrei ist.

Im F all (i) (

p

D 2 k

1

) sei ferner o.B.d.A. sgn

p

D = 1.

4.1.4 Prop osition

F

•

ur die Stelle 1 v on k gilt in den ob en angef

•

uhrten F

•

allen:

(i) Ist K =k eine reell-quadratisc he Erw eiterung, so ist 1 zerlegt in K , d.h. 1 = 1

1

1

2

mit zw ei v ersc hiedenen unendlic hen Stellen 1

1

und 1

2

v on K .

(ii) a) Ist K = k (

p

D ) =k mit grad D ungerade eine imagin

•

ar-quadratisc he Erw eiterung,

so ist 1 v erzw eigt in K , d.h. 1 = 1

2

1

in K mit einer unendlic hen Stelle 1

1

v on

K .

b) Ist K = k (

p

D ) =k , mit grad D gerade und nic h t p ositiv, eine imagin

•

ar-quadratisc he

Erw eiterung, so ist 1 tr

•

age in K , d.h. 1 = 1

1

in K mit einer unendlic hen Stelle

1

1

v on K .
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(iii) Ist L=k ein imagin

•

arer biquadratisc her bizyklisc her F unktionenk

•

orp er, so ist

1 = 1

2

1

1

2

2

in L mit zw ei v ersc hiedenen unendlic hen Stellen 1

1

und 1

2

v on L , falls

L erzeugt wird v on zw ei imagin

•

ar-quadratisc hen K

•

orp ern der F orm (ii) a) und

1 = 1

1

1

2

in L mit zw ei v ersc hiedenen unendlic hen Stellen 1

1

und 1

2

v on L , falls

L erzeugt wird v on zw ei imagin

•

ar-quadratisc hen K

•

orp ern der F orm (ii) b).

(iv) Ist L=k ein total-reeller biquadratisc her F unktionenk

•

orp er, so ist 1 = 1

1

1

2

1

3

1

4

v oll zerlegt in L , w ob ei 1

1

; : : : ; 1

4

vier v ersc hiedene unendlic he Stellen v on L sind.

Diese Aussagen �ndet man in [Kor ], [H-R], [WZ ],[Sti ] und [A].

Ist K = k (

p

D ) ein quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so gilt O

K

= I F

p

[ X ][

p

D ] f

•

ur den ganzen

Absc hlu� O

K

v on I F

p

[ X ] in K .

Jedes O

K

-Ideal ist ein freier I F

p

[ X ]-Un termo dul v om Rang 2, d.h. es b esitzt eine Basis ( !

1

; !

2

)

mit

•

ub er I F

p

[ X ] linear unabh

•

angigen !

1

; !

2

2 K .

Bez

•

uglic h der Basis v on ganzen Idealen eines quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers �ndet man

b ei Ar tin ([A], S.164�.) das

4.1.5 Lemma

Eine T eilmenge (0) 6= a � O

K

ist genau dann ein ganzes Ideal v on K , w enn es !

1

; !

2

2 K

•

ub er I F

p

[ X ] der F orm

!

1

= 2 C S !

2

= S ( B +

p

D ) ; D = B

2

� 4 AC

mit A; B ; C ; S 2 I F

p

[ X ] gibt und a = < !

1

; !

2

> gilt.

Ein ganzes Ideal nenn t man primitiv , falls S = 1 gew

•

ahlt w erden k ann.

In obiger Basisdarstellung k ann ferner j B j < j C j angenommen w erden. Eine Basis dieser F orm

nenn t man adaptierte Basis. B , C und S sind dann bis auf einen F aktor aus I F

�

p

eindeutig

b estimm t. V erlangt man w eiterhin sgn ( C ) = 1, so ist die adaptierte Darstellung eindeutig.

Die K

•

orp ererw eiterung K =k ist galoissc h mit Galoisgrupp e f 1 ; � g , w ob ei � der nic h t-triviale

k -Automorphism us v on K ist, w elc her

p

D in �

p

D

•

ub erf

•

uhrt.

Zu einem Elemen t Z = A + B

p

D 2 K mit A; B 2 k de�nieren wir das konjugierte Element

Z := � ( Z ) = A � B

p

D und die Norm von Z durc h

N ( Z ) := Z Z = A

2

� B

2

D :

Ist sp eziell K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, dann ist nac h Prop osition

4.1.4 die Stelle 1 in K zerlegt ( 1 = 1

1

1

2

), und die Komplettierungen K

1

1

und K

1

2

bzgl. der unendlic hen Stellen 1

1

und 1

2

sind isomorph zu k

1

. Wir k

•

onnen daher zw ei

Ein b ettungen e

1

und e

2

v on K nac h k

1

de�nieren, w ob ei sgn ( e

1

(

p

D )) = 1 gelten soll. K

l

•

a�t sic h dann als dic h ter Un terk

•

orp er ein b etten in die Pro dukt- k -Algebra k

1

� k

1

durc h die

Abbildung

e := e

1

� e

2

: K ! k

1

� k

1

� 7!

�

�

�

�

:
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Wir setzen P := k

�

1

� k

1

und de�nieren die Norm eines Elemen ts x =

�

x

1

x

2

�

2 P durc h

N ( x ) = x

1

� x

2

und die Steigung S ( x ) durc h S ( x ) :=

x

2

x

1

.

Ist Z 2 K

�

, so de�nieren wir die Steigung von Z durc h

S ( Z ) =

Z

2

N ( Z )

=

Z

Z

:

Die sp

•

atere Un tersuc h ung der engen Klassenein teilung v on Idealen f

•

uhrt uns zu Elemen ten

u 2 K mit der Eigensc haft � ( N ( u )) = 1, mit denen wir uns zun

•

ac hst b esc h

•

aftigen w ollen.

Hier tre�en wir auf w eitere Un tersc hiede b eim V ergleic h des Zahlk

•

orp erfalls mit dem F unk-

tionenk

•

orp erfall.

Ist es im Zahlk

•

orp erfall so, da� in imagin

•

ar-quadratisc hen Erw eiterungen Q I (

p

d ) v on Q I mit

0 > d 2 Z Z die Norm eines jeden Elemen ts p ositiv ist (vgl. [Zag2 ], S. 91), so ergeb en sic h

im F all eines imagin

•

ar-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers einige Un tersc hiede. Die Aussagen

•

ub er Elemen te p ositiv er Norm in quadratisc hen F unktionenk

•

orp ern fa�t das folgende Lemma

zusammen.

4.1.6 Lemma

(i) Ist K ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so existiert ein Elemen t u 2 O

K

mit

� ( N ( u )) = � 1.

(ii) Ist K ein imagin

•

ar-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so existiert k ein Elemen t u 2 O

K

mit � ( N ( u )) = � 1, falls

(1) K = k (

p

D ), grad D ungerade, D normiert, quadratfrei und � ( � 1) = 1 o der

(2) K = k (

p

g D ), grad D ungerade, D normiert, quadratfrei und � ( � 1) = � 1 gilt.

In allen anderen imagin

•

ar-quadratisc hen F

•

allen �ndet man hingegen ein solc hes.

Beweis:

(i) Ist p 6= 3 und � ( � 1) = 1, so w

•

ahlt man ein h 2 I F

�

2

p

so, da� � ( h � 1) = � 1 gilt.

Ausgehend v on p � 1, denn es ist � ( p � 1) = � ( � 1) = 1, suc h t man den ersten

W ert p � k ( k < p ), f

•

ur den � ( p � k � 1) = � 1 gilt.

Dieser liefert das gesuc h te h .

Ist n un grad D = 2 m und h = b

2

, so setzt man u := bX

m

+

p

D , und es gilt

N ( u ) = b

2

X

2 m

� D

mit � ( N ( u )) = � ( h � 1) = � 1 w egen j X

2 m

j = j D j , sgn X

2 m

= sgn D = 1 und

h � 1 6= 0.

Ist hingegen p = 3 o der p 6= 3 und � ( � 1) = � 1, so erh

•

alt man mit u :=

p

D

sofort

� ( N ( u )) = � ( � D ) = � ( � 1) = � 1

w egen � ( D ) = 1.
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(ii) Be�nden wir uns in F all (1), so ist N ( u ) = A

2

� B

2

D mit u := A + B

p

D und

� ( A

2

� B

2

D ) =

(

� ( A

2

) = 1 falls grad A

2

> grad ( B

2

D ) und

� ( � D B

2

) = 1 falls grad A

2

< grad ( B

2

D ),

da D ungeraden Grad b esitzt und � ( � 1) = 1 gilt. F

•

ur alle u 2 O

K

gilt also

� ( N ( u )) = 1. Dies erh

•

alt man auc h in (2), indem man � ( � 1) = � 1 ausn utzt

und D durc h g D ersetzt.

Es bleibt also zu zeigen, da� in allen

•

ubrigen F

•

allen immer ein u 2 O

K

mit

� ( N ( u )) = � 1 zu �nden ist.

Ist K = k (

p

g D ) und � ( � 1) = 1, so ist

p

g D w egen

� ( N (

p

g D )) = � ( � g D ) = � 1

ein solc hes Elemen t.

Eb enso

p

D in K = k (

p

D ), falls grad D ungerade und � ( � 1) = � 1.

Ist hingegen K = k (

p

g D ) mit grad D gerade und � ( � 1) = � 1, so w

•

ahlt man

ein h 2 I F

�

p

mit � ( h ) = � 1 und � ( h � 1) = 1.

Ausgehend v on p � 1 (b eac h te: � ( p � 1) = � ( � 1) = � 1) suc h t man den ersten

W ert p � k ( k < p ), f

•

ur den p � k � 1 2 I F

�

2

p

gilt. Dieser liefert das gesuc h te h .

Es gilt dann � ( hg � g ) = � 1 und hg = d

2

2 I F

�

2

p

. Ist grad D = 2 m , so setzt

man u := dX

m

+

p

g D , und es folgt

� ( N ( u )) = � ( d

2

X

2 m

� g D ) = � ( d

2

� g ) = � ( hg � g ) = � 1 ;

da j X

2 m

j = j D j und sgn D = 1 gilt.

Somit existiert mit Ausnahme der F

•

alle (1) und (2) auc h in jedem imagin

•

ar-

quadratisc hen K

•

orp er ein Elemen t u 2 O

K

mit � ( N ( u )) = � 1.

�

W eiterhin ist es f

•

ur sp

•

atere Berec hn ungen wic h tig, zu wissen, in w elc hen K

•

orp ern Elemen te

� 2 O

K

existieren, deren Normen N ( � ) 2 I F

p

[ X ] ungeraden Grad b esitzen.

4.1.7 Lemma

(i) Ist K ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so existiert ein Elemen t � 2 O

K

mit

grad N ( � ) � 1 (2). Dieses k ann sogar so gew

•

ahlt w erden, da� � ( N ( � )) = 1 gilt.

(ii) Ist K ein imagin

•

ar-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so un tersc heidet man die folgenden

F

•

alle:

(1) Ist K = k (

p

D ) mit D normiert, quadratfrei und grad D ungerade, so existiert ein

� 2 O

K

mit grad N ( � ) � 1 (2). Es gilt dann � ( N ( � )) = � ( � 1) f

•

ur alle � mit dieser

Eigensc haft.

(2) Ist K = k (

p

g D ) mit D normiert, quadratfrei und grad D ungerade, so existiert

ein � 2 O

K

mit grad N ( � ) � 1 (2). Es gilt dann � ( N ( � )) = � � ( � 1) f

•

ur alle � mit

dieser Eigensc haft.

(3) Ist K = k (

p

g D ) mit D normiert, quadratfrei und grad D gerade, so existiert k ein

� 2 O

K

mit grad N ( � ) � 1 (2).
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Beweis:

(i) Es sei D = X

2 n

+

P

2 n � 1

i =0

a

i

X

i

.

Ist a

2 n � 1

= 0, so w

•

ahle A := X

n

+ X

n � 1

und B := 1.

Dann ist � := A + B

p

D 2 O

K

mit

N ( � ) = A

2

� B

2

D = ( X

n

+ X

n � 1

)

2

� D = X

2 n

+2 X

2 n � 1

+ X

2 n � 2

� X

2 n

�

2 n � 2

X

i =0

a

i

X

i

:

Es gilt also grad N ( � ) = 2 n � 1 und sgn ( N ( � )) = 2. Man setzt n un

� :=

(

�; falls � (2) = 1, und

u� falls � (2) = � 1

mit u 2 O

K

nac h Lemma 4.1.6 so gew

•

ahlt, da� � ( N ( u )) = � 1 gilt. Dann ist

� ( N ( � )) = 1. Nac h der Konstruktion im Bew eis v on Lemma 4.1.6 (i) b esitzt

N ( u ) geraden Grad, d.h. mit N ( � ) b esitzt auc h N ( u� ) ungeraden Grad.

Ist jedo c h a

2 n � 1

6= 0, so setzt man A := X

n

und B := 1.

Dann ist � := A + B

p

D 2 O

K

mit

N ( � ) = A

2

� B

2

D = X

2 n

� X

2 n

� a

2 n � 1

X

2 n � 1

�

2 n � 2

X

i =0

a

i

X

i

;

also � ( N ( � )) = � ( � a

2 n � 1

) und grad N ( � ) = 2 n � 1. Mit

� :=

(

�; falls � ( � a

2 n � 1

) = 1 und

u�; falls � ( � a

2 n � 1

) = � 1

folgt wie ob en die Behauptung.

(ii) (1) Ist grad D � 1 (2), so ist � :=

p

D ein Elemen t mit der Eigensc haft

grad N ( � ) = grad � D = grad D � 1 (2).

Ist � = A + B

p

D 2 O

K

mit grad N ( � ) � 1 (2), so ist

� ( N ( � )) = � ( A

2

� B

2

D ) = � ( � B

2

D ) = � ( � 1) ;

da D normiert ist.

(2) In diesem F all ist � :=

p

g D 2 O

K

ein Elemen t mit der Eigensc haft

grad N ( � ) = grad ( � g D ) = grad D � 1 (2).

Ist � = A + B

p

g D 2 O

K

mit grad N ( � ) � 1 (2), so ist

� ( N ( � )) = � ( A

2

� g B

2

D ) = � ( � g B

2

D ) = � � ( � 1) ;

da D normiert ist und � ( g ) = � 1 gilt.

(3) W

•

are � = A + B

p

g D 2 O

K

ein Elemen t mit der Eigensc haft grad N ( � ) =

grad ( A

2

� g B

2

D ) � 1 (2), so m

•

u�ten w egen grad D � 0 (2) die Grade v on

A

2

und B

2

D gleic h sein, und es m

•

u�te sgn A

2

= sgn g B

2

D gelten. Letzteres

ist ab er unm

•

oglic h, denn aus � ( g ) = � 1 folgt � ( A

2

) = � � ( g B

2

D ).

�
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4.2 Einheiten

Ein Elemen t � 2 O

K

ist dann und n ur dann eine Einheit des Rings O

K

, w enn N ( � ) = c 2 I F

�

p

gilt.

Aus [A], S.196 und [Kor ], S.3�. bzw. dem Dirichlet sc hen Einheitensatz (s. [Ws ], S.207)

zusammen mit Prop osition 4.1.4 erh

•

alt man die folgenden S

•

atze, w elc he Aussagen

•

ub er die

Struktur der Einheitengrupp en O

�

K

quadratisc her Erw eiterungen K =k mac hen.

4.2.1 Satz

In imagin

•

ar-quadratisc hen K

•

orp ern (au�er im F all D = g 2 I F

�

p

n I F

�

2

p

) sind die trivialen Ein-

heiten, d.h. die Elemen te aus I F

�

p

, die einzigen Einheiten. Ihre Anzahl ist p � 1.

Im Ring O

K

der imagin

•

ar-quadratisc hen Erw eiterung K = k (

p

g ) hab en alle Einheiten die

F orm � = a + b

p

g mit a; b 2 I F

p

und ( a; b ) 6= (0 ; 0), ihre Anzahl ist also p

2

� 1.

4.2.2 Satz

Ist K = k (

p

D ) eine reell-quadratisc he Erw eiterung, so ist O

�

K

das direkte Pro dukt v on I F

�

p

mit einer unendlic hen zyklisc hen Grupp e. Als Erzeuger dieser Grupp e k ann man eine Einheit

�

0

2 O

�

K

so w

•

ahlen, da� sie eine Einheit v om kleinsten Betrag gr

•

o�er als Eins ist und da�

N ( �

0

) 2 f 1 ; g g gilt.

Diese Einheit ist dann eindeutig b estimm t und w erde die Grundeinheit o der F undamental-

einheit v on K genann t.

Ist also � 2 O

�

K

, so gibt es ein a 2 I F

�

p

und ein k 2 Z Z mit

� = a�

k

0

:

Der W ert R

K

:= grad �

0

hei�t der R e gulator von K .

Wir w ollen ab er no c h eine w eitere Einheit v on K auszeic hnen.

4.2.3 De�nition

Es sei �

1

diejenige Einheit v on K v om gr

•

o�ten Betrag kleiner als 1 mit N ( �

1

) = 1.

Diese Einheit wird p ositive Grundeinheit genann t, und es ist o�ensic h tlic h

�

1

=

(

�

� 1

0

; falls N ( �

0

) = 1,

g �

� 2

0

; falls N ( �

0

) = g .

Ist dann O

� +

K

:= f � 2 O

�

K

j � ( N ( � )) = 1 g , so gilt O

� +

K

= I F

�

p

� < �

1

> und

jO

�

K

= O

� +

K

j =

(

1 ; falls N ( �

0

) = 1 und

2 ; falls N ( �

0

) = g .



T eil I I

Ketten bruc hen t wic klung

5 Allgemeine Ketten bruc hen t wic klun g in P otenzreihenk

•

orp ern

In diesem Kapitel erw eitern wir die v on E. Ar tin b en utzte Ketten bruc hen t wic klung im P o-

tenzreihenk

•

orp er k

1

(vgl. [A ], S.190�.). Er v erw endete f

•

ur seine Un tersuc h ungen aussc hlie�-

lic h die Ketten bruc hen t wic klung mit Z

•

ahler 1, die sogenann te Standar d-Kettenbruchentwicklung .

Wir w ollen die De�nition der Ketten bruc hen t wic klungsarten dahingehend erw eitern, da� wir

f

•

ur die Z

•

ahler b eliebige F olgen aus I F

�

p

zulassen.

5.1 De�nition und Eigensc haften

5.1.1 De�nition

Es seien

I K := (I F

�

p

)

I N

0

= f ( �

r

)

r 2 I N

0

j �

r

2 I F

�

p

f

•

ur r 2 I N

0

g ;

� 2 I K und Z 2 k

�

1

.

Man de�niert dann induktiv

Z

�

0

:= Z ; M

�

r

:= [ Z

�

r

] ; Z

�

r +1

:=

�

r

Z

�

r

� M

�

r

= T

�

r

� Z

�

r

f

•

ur r � 0,

w ob ei T

�

r

� Z

�

r

die Sc hreib w eise einer gebro c hen-linearen T ransformation ist mit

T

�

r

:=

 

0 �

r

1 � M

�

r

!

:

Dieser Proze� soll abbrec hen, falls Z

�

r

0

= M

�

r

0

f

•

ur ein r

0

� 0 gilt; f

•

ur s > r

0

seien dann

Z

�

s

= M

�

s

= 0 gesetzt.

Ansonsten w erde der Proze� w eitergef

•

uhrt.

[ M

�

0

; M

�

1

; : : : ]

�

= M

�

0

+

�

0

M

�

1

+

�

1

M

�

2

+

�

2

.

.

.

hei�t die Kettenbruchentwicklung (KBE) von Z b ez

•

uglich � 2 I K und

�

�

r

:= [ M

�

0

; : : : ; M

�

r

]

�

= M

�

0

+

�

0

M

�

1

+

�

1

M

�

2

+

�

2

.

.

.

+

�

r

M

�

r

der r -te N

•

aherungsbruch , M

�

r

der r -te Partialbruch und Z

�

r

der r -te vol lst

•

andige Partialbruch

von Z b ez

•

uglich � 2 I K und � die KB-Entwicklungsart (kurz KBE-Art).

Die F olge � = (1)

r 2 I N

0

nennen wir die Standar d-KBE-A rt und � = ( � 1)

r 2 I N

0

die ne gative

KBE-A rt mit den Bezeic hn ungen

M

+

r

:= M

((1))

r

; M

�

r

:= M

(( � 1))

r

:
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5.1.2 Lemma

Es seien Z 2 k

�

1

und � 2 I K . Dann gilt j M

�

r

j > 1 f

•

ur alle r � 1 mit Z

�

r � 1

6= M

�

r � 1

.

Beweis:

Ist r � 1 und Z

�

r � 1

6= M

�

r � 1

, so gilt

j Z

�

r � 1

� M

�

r � 1

j = j Z

�

r � 1

� [ Z

�

r � 1

] j < 1 :

Man hat also

j M

�

r

j = j Z

�

r

j =

�

�

�

�

�

�

r � 1

Z

�

r � 1

� M

�

r � 1

�

�

�

�

�

> 1 :

�

5.1.3 Lemma

Es seien Z 2 k

�

1

und � 2 I K . De�niert man dann induktiv

�

0

:= 1 und �

r +1

:=

1

�

r

�

r

( r � 0) ;

so gilt Z

+

r

= �

r

Z

�

r

und M

+

r

= �

r

M

�

r

f

•

ur r � 0.

Man erh

•

alt

�

2 j +1

=

j

Y

i =0

�

2 i � 1

�

2 i

und �

2 j

=

j � 1

Y

i =0

�

2 i

�

2 i +1

mit �

� 1

:= 1.

Beweis:

Wir b ew eisen Z

+

r

= �

r

Z

�

r

durc h v ollst

•

andige Induktion nac h r .

F

•

ur r = 0 gilt Z = Z

+

0

= Z

�

0

= �

0

Z

�

0

und eb enso M

+

0

= �

0

M

�

0

.

Es sei n un Z

+

r

= �

r

Z

�

r

und M

+

r

= �

r

M

�

r

v orausgesetzt. Dann gilt

Z

+

r +1

=

1

Z

+

r

� M

+

r

=

1

�

r

Z

�

r

� �

r

M

�

r

=

1

�

r

�

r

Z

�

r +1

= �

r +1

Z

�

r +1

:

Zum Bew eis der Pro duktdarstellung durc h v ollst

•

andige Induktion nac h j v eri�ziert

man zun

•

ac hst �

1

=

1

�

0

und �

0

= 1 f

•

ur j = 0.

F

•

ur den Sc hritt j 7! j + 1 n utzt man die Gleic h ungen

�

2 j +2

�

2 j +1

=

1

�

2 j +1

und �

2 j

�

2 j +1

=

1

�

2 j

aus und b en utzt die Induktionsv oraussetzung. �

5.1.4 F olgerung

Sind M

+

r

f

•

ur r � 0 die P artialbr

•

uc he der Standard-KBE und M

�

r

die P artialbr

•

uc he der

negativ en KBE eines Elemen ts Z = Z

+

0

2 k

�

1

, so gilt

M

+

r

= ( � 1)

r

M

�

r

:
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Beweis:

Ist � := ( � 1)

r � 0

, so erh

•

alt man mit Lemma 5.1.3

�

r

=

(

� 1 ; falls r ungerade,

1 ; falls r gerade,

w as die Behauptung liefert. �

5.2

•

Aquiv alenz in k

�

1

5.2.1 De�nition

Es seien

GL(2; I F

p

[ X ]) := f T 2 Mat (2; I F

p

[ X ]) j det T 2 I F

�

p

g und

SL (2; I F

p

[ X ]) := f T 2 GL(2; I F

p

[ X ]) j � (det T ) = 1 g :

Zw ei Elemen te F ; G 2 k

�

1

hei�en

•

aquivalent ( F � G ), falls �; � ; 
 ; � 2 I F

p

[ X ] existieren mit

T =

�

� �


 �

�

2 GL(2; I F

p

[ X ]) und

F =

�G + �


 G + �

= T � G:

F und G hei�en eng

•

aquivalent ( F �

+

G ), falls F = T � G mit T 2 SL(2; I F

p

[ X ]) erf

•

ullt ist.

5.2.2 De�nition

Es seien � 2 I K und Z 2 k

�

1

. Dann de�nieren wir induktiv

P

�

0

:= 1 ; Q

�

0

:= 0 ; P

�

1

:= M

�

0

; Q

�

1

:= 1

und

P

�

r +1

:= P

�

r

M

�

r

+ �

r � 1

P

�

r � 1

Q

�

r +1

:= Q

�

r

M

�

r

+ �

r � 1

Q

�

r � 1

f

•

ur r � 1 mit den P artialbr

•

uc hen M

�

r

der KBE v on Z = Z

�

0

b ez

•

uglic h � .

F

•

ur r � 0 seien T

�

r

die Matrizen aus De�nition 5.1.1. W egen det T

�

r

= � �

r

handelt es sic h

hierb ei um Elemen te v on GL(2; I F

p

[ X ]).

Dann wird f

•

ur r � 1 mit

T := T

�

r � 1

� : : : � T

�

0

2 GL(2; I F

p

[ X ])

die Matrix S

�

r

2 GL(2; I F

p

[ X ]) de�niert durc h

S

�

r

:= ( �

0

� : : : � �

r � 1

) T

� 1

:



T eil I I. Ketten bruc hen t wic klung 14

5.2.3 Lemma

Es seien � 2 I K und Z 2 k

�

1

. Dann sind die folgenden Aussagen ric h tig:

(i) Es gilt

P

�

1

Q

�

0

� P

�

0

Q

�

1

= � 1

und

P

�

r

Q

�

r � 1

� P

�

r � 1

Q

�

r

= ( � 1)

r

( �

0

� : : : � �

r � 2

)

f

•

ur r � 2.

(ii) Es gilt

S

�

r

=

�

P

�

r

�

r � 1

P

�

r � 1

Q

�

r

�

r � 1

Q

�

r � 1

�

=

�

M

�

0

�

0

1 0

�

� : : : �

�

M

�

r � 1

�

r � 1

1 0

�

f

•

ur r � 1.

(iii) Es ist

j P

�

r

j = j M

�

0

� : : : � M

�

r � 1

j

j Q

�

r

j = j M

�

1

� : : : � M

�

r � 1

j

und j P

�

r

j > j Q

�

r

j > j Q

�

r � 1

j f

•

ur r � 1.

(iv) Ist r � 1, so gilt

�

�

r � 1

=

P

�

r

Q

�

r

:

(v) F

•

ur alle Z 2 k

�

1

, r 2 I N

0

und � 2 I K ist

Z = S

�

r

� Z

�

r

mit S

�

r

2 GL(2; I F

p

[ X ]) aus De�nition 5.2.2, also Z � Z

�

r

.

(vi) Ist � = (( � 1))

r 2 I N

0

die negativ e KBE, so gilt

Z �

+

Z

�

r

:

Beweis:

(i) Diese Aussagen zeigt man durc h eine einfac he v ollst

•

andige Induktion nac h r .

(ii) F

•

ur die Matrizen T

�

i

( i 2 f 0 ; : : : ; r � 1 g ) aus De�nition 5.1.1 zeigt man durc h

v ollst

•

andige Induktion nac h r , da�

T

�

r � 1

� : : : � T

�

0

= ( � 1)

r

�

�

r � 1

Q

�

r � 1

� �

r � 1

P

�

r � 1

� Q

�

r

P

�

r

�

=: T

mit det T = ( � 1)

r

( �

0

� : : : � �

r � 1

) ric h tig ist.

Man hat dann

S

�

r

= ( �

0

� : : : � �

r � 1

) �

1

det T

�

P

�

r

�

r � 1

P

�

r � 1

Q

�

r

�

r � 1

Q

�

r � 1

�

=

�

M

�

0

�

0

1 0

�

� : : : �

�

M

�

r � 1

�

r � 1

1 0

�

mit det S

�

r

= det T .
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(iii) Diese Aussagen zeigen wir wiederum durc h v ollst

•

andige Induktion nac h r � 1.

F

•

ur r = 1 folgt j P

�

1

j = j M

�

0

j und j Q

�

1

j = 1 (leeres Pro dukt) aus De�nition 5.2.2.

F

•

ur den Sc hritt r ! r + 1 b en utzt man die T atsac he j M

�

r

j > 1 f

•

ur r � 1 aus

Lemma 5.1.2. Daraus erh

•

alt man

j P

�

r +1

j = j P

�

r

M

�

r

+ �

r � 1

P

�

r � 1

j

I.V.

= M

�

0

� : : : � M

�

r

+ �

r � 1

M

�

0

� : : : � M

�

r � 1

j

j M

�

r

j > 1

= j M

�

0

� : : : � M

�

r

j

und analog j Q

�

r +1

j = j M

�

1

� : : : � M

�

r

j .

Hieraus folgt n un insb esondere j P

�

r

j > j Q

�

r

j > j Q

�

r � 1

j f

•

ur alle r � 1.

(iv) Wir zeigen

P

�

r

Q

�

r

= [ M

�

0

; : : : ; M

�

r � 1

] = �

�

r � 1

mit v ollst

•

andiger Induktion nac h r � 1.

F

•

ur r = 1 erh

•

alt man

P

�

1

Q

�

1

= M

�

0

.

F

•

ur den Induktionssc hritt b etrac h tet man das Pro dukt

�

M

�

0

�

0

1 0

�

�

�

M

�

1

�

1

1 0

�

� : : : �

�

M

�

r

�

r

1 0

�

| {z }

=:

�

P P

0

Q Q

0

�

=

�

P

�

r +1

�

r

P

�

r

Q

�

r +1

�

r

Q

�

r

�

:

Hier gilt

P

Q

= [ M

�

1

; : : : ; M

�

r

] nac h Induktionsv oraussetzung, und es ist

P

�

r +1

= M

�

0

P + �

0

Q; Q

�

r +1

= P :

Es folgt dann mit

P

�

r +1

Q

�

r +1

= M

�

0

+

�

0

P

Q

= M

�

0

+

�

0

[ M

�

1

; : : : ; M

�

r

]

= �

�

r

die Behauptung.

(v) F

•

ur r � 1 gilt S

�

r

2 GL(2; I F

p

[ X ]), und aus der De�nition 5.1.1 erh

•

alt man

Z

�

r

= ( T

�

r � 1

� : : : � T

�

0

) � Z ;

also ist Z = S

�

r

� Z

�

r

, d.h. Z � Z

�

r

.

(vi) F

•

ur � = (( � 1))

r 2 I N

0

ist det S

�

r

= ( � 1)

2 r

= 1, also S

�

r

2 SL(2; I F

p

[ X ]) f

•

ur alle

r � 1. Daraus folgt Z �

+

Z

�

r

.

�

Analogien zur Ketten bruc hen t wic klung im K

•

orp er der reellen Zahlen b ez

•

uglic h abbrec hen-

der Ketten bruc hen t wic klungen und der Kon v ergenz endlic her Ketten br

•

uc he (vgl. z.B. [Zag2 ],

S.126) zeigt der folgende Satz auf.

5.2.4 Satz

(i) Die KBE v on Z 2 k

�

1

b ez

•

uglic h � 2 I K bric h t ab

, Z 2 k

�

= I F

p

( X )

�

:
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(ii) Ist Z 2 k

�

1

, � 2 I K und j � j der Absolutb etrag auf k

�

1

, so gilt

j j � lim

r !1

�

�

r

= j j � lim

r !1

P

�

r +1

Q

�

r +1

= Z :

Beweis:

Man f

•

uhrt die Rec hn ungen in [A], S. 190�. mo d I F

�

p

durc h und n utzt f

•

ur T eil (ii)

zus

•

atzlic h Lemma 5.2.3 (iv) aus. �

Hab en wir bisher allgemein Elemen te Z 2 k

�

1

b etrac h tet, so b esc hr

•

ank en wir uns b ei unseren

w eiteren Un tersuc h ungen n un auf Elemen te Z 2 K n k , w ob ei K = k (

p

D ) � k

1

ein reell-

quadratisc her F unktionenk

•

orp er sei. D.h. b ei D 2 I F

p

[ X ] handelt es sic h um ein normiertes

quadratfreies P olynom v on geradem Grad.

5.3 (Artin-)Reduzierte Elemen te

Wir f

•

uhren neb en dem v on Ar tin b en utzten Reduziertheitsb egri� (vgl. [A ], S. 192) auf K n k

einen strengeren Reduziertheitsb egri� ein, der in Zusammenhang mit der engen

•

Aquiv alenz

v on Elemen ten steh t.

5.3.1 De�nition

Ein Z 2 K n k hei�t A rtin-r e duziert (A-red.), falls

j Z j < 1 < j Z j :

Z hei�e r e duziert , falls Z A-red. ist und zus

•

atzlic h sgn Z 2 f 1 ; g g gilt.

5.3.2 Lemma

Es seien Z 2 K n k A-red., � 2 I K b eliebig und Z

�

r

f

•

ur r � 0 die v ollst

•

andigen P artialbr

•

uc he

v on Z b ez

•

uglic h � . Dann gilt

j Z

�

r +1

j = j Z

�

r

j

� 1

;

und es ist Z

�

r

A-red. f

•

ur alle r � 0.

Beweis:

Wir b ew eisen die Aussage durc h v ollst

•

andige Induktion nac h r � 0.

F

•

ur r = 0 ist j Z

�

0

� [ Z

�

0

] j = j Z

�

0

j , denn es gilt j Z

�

0

j < 1 < j Z

�

0

j = j [ Z

�

0

] j , da Z = Z

�

0

A-red. ist. W eiterhin gilt

Z

�

1

=

�

0

Z

�

0

� [ Z

�

0

]

; also Z

�

1

=

�

0

Z

�

0

� [ Z

�

0

]

;

da �

0

; [ Z

�

0

] 2 k . Daraus folgt

j Z

�

1

j =

�

�

�

�

�

�

0

Z

�

0

� [ Z

�

0

]

�

�

�

�

�

= j Z

�

0

j

� 1

:

Setzt man n un Z

�

r

als A-red. v oraus, so gilt j Z

�

r

� [ Z

�

r

] j = j Z

�

r

j > 1 und j Z

�

r

� [ Z

�

r

] j < 1,

denn es ist j Z

�

r

j > 1 > j Z

�

r

j .
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Daraus erh

•

alt man

j Z

�

r +1

j =

�

�

�

�

�

�

r

Z

�

r

� [ Z

�

r

]

�

�

�

�

�

= j Z

�

r

j

� 1

< 1

und

j Z

�

r +1

j =

�

�

�

�

�

r

Z

�

r

� [ Z

�

r

]

�

�

�

�

> 1 ;

also die Artin-Reduzierthei t v on Z

�

r +1

. �

Ist Z 2 K n k reduziert, so h

•

angt die Reduziertheit der v ollst

•

andigen P artialbr

•

uc he Z

�

r

of-

fensic h tlic h stark v on der gew

•

ahlten KBE-Art � ab. Wir de�nieren n un eine KBE-Art mit

der Eigensc haft, da� alle v ollst

•

andigen P artialbr

•

uc he eines reduzierten Elemen ts Z wieder

reduziert sind.

5.3.3 De�nition

Es sei Z 2 K n k . Dann ist die enge KBE v on Z mit der engen KBE-A rt � wie folgt de�niert:

Z

�

0

:= Z ; M

�

r

:= [ Z

�

r

] Z

�

r +1

:=

�

r

Z

�

r

� M

�

r

mit

�

r

:=

(

sgn ( Z

�

r

� M

�

r

) ; falls � ( M

�

r

� Z

�

r

) = 1 ;

g � sgn ( Z

�

r

� M

�

r

) ; falls � ( M

�

r

� Z

�

r

) = � 1.

Wir k ennzeic hnen die enge KBE mit einem ho c hgestellten Sternc hen ( Z

�

r

=: Z

�

r

).

5.3.4 Lemma

Ist Z 2 K n k , so gilt:

(i) Z �

+

Z

�

r

f

•

ur alle r � 0,

(ii) sgn Z

�

r

2 f 1 ; g g f

•

ur alle r � 1.

Beweis:

Diese Aussagen folgen sofort aus der De�nition 5.3.3. �

5.3.5 Lemma

Ist Z 2 K n k Artin-reduziert, so gilt

(i) Z

�

r

ist reduziert f

•

ur r � 1,

(ii) � ( Z

�

r +1

) = � ( Z

�

r

) f

•

ur alle r � 0.

Beweis:

(i) Nac h Lemma 5.3.2 ist Z

�

r

A-red. f

•

ur alle r � 1. Mit Lemma 5.3.4 (ii) folgt dann

die Reduziertheit v on Z

�

r

f

•

ur r � 1.

(ii) Diese Aussage liest man sofort an der Darstellung

Z

�

r +1

=

�

r

Z

�

r

� M

�

r

ab, indem man ausn utzt, da� die P artialbr

•

uc he Z

�

r

f

•

ur r � 0 A-red. sind.

�
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5.3.6 Satz

Es seien Z 2 K n k und � 2 I K b eliebig. Dann gilt

(i) Es existieren r

0

� 0 und � 2 I N mit

Z

�

� + r

Z

�

r

2 I F

�

p

f

•

ur alle r � r

0

.

(ii) Z ist A-red. genau dann, w enn in (i) r

0

= 0 w

•

ahlbar ist.

(iii) Zu jedem Z 2 K n k existiert ein A-red. W mit Z � W .

(iv) Zu jedem Z 2 K n k existiert ein red. W mit Z �

+

W .

Beweis:

(i) Dies erh

•

alt man wie in [A ], S. 193/194, indem alle Rec hn ungen wiederum mo d

I F

�

p

gesc hehen m

•

ussen.

(ii) Die

•

Aquiv alenz zeigt sic h eb enfalls durc h

•

Ub ertragung der Aussagen v on [A ],

S. 193/194 auf die allgemeine Ketten bruc hen t wic klung.

(iii) In (i) ist Z

�

r

0

A-red., und nac h Lemma 5.2.3 (v) gilt Z � Z

�

r

0

.

(iv) Nac h Lemma 5.3.4 (ii) gilt sgn ( Z

�

r

) 2 f 1 ; g g f

•

ur alle r � 1 mit den v ollst

•

andigen

P artialbr

•

uc hen Z

�

r

der engen KBE-Art.

Nac h (iii) existiert ein r

0

, so da� Z

�

r

0

A-red. ist, und w egen Lemma 5.3.4 (i) gilt

Z �

+

Z

�

r

0

. Daraus folgt die Behauptung mit W := Z

�

r

0

.

�

5.4 P erio den

Basierend auf der Aussage (i) des Satzes 5.3.6 lassen sic h n un v ersc hiedene P erio den v on

Ketten bruc hen t wic klungen Artin-reduzierter Elemen te de�nieren.

5.4.1 De�nition

Es sei Z 2 K n k A-red. und � 2 I K. Dann hei�t

(1) �

�

( Z ) := min f � � 1 j

Z

�

� + k

Z

�

k

= 1 f

•

ur alle k � 0 g 2 I N [ f1g

die Perio de ,

(2) �

�

( Z ) := min f � � 1 j

Z

�

� + k

Z

�

k

2 I F

�

2

p

f

•

ur alle k � 0 g 2 I N [ f1g

die Quadr atp erio de und

(3) �

�

( Z ) := min f � � 1 j

Z

�

� + k

Z

�

k

2 I F

�

p

f

•

ur alle k � 0 g 2 I N

die Quasip erio de der KBE v on Z b ez

•

uglic h � 2 I K.

Die Endlic hk eit der Quasip erio de in (3) folgt direkt aus Satz 5.3.6.
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5.4.2 Lemma

Es sei Z 2 K n k A-red. Dann gilt

(i) �

�

( Z ) j �

�

( Z ), falls �

�

( Z ) 2 I N .

(ii) �

�

( Z ) j �

�

( Z ), falls �

�

( Z ) 2 I N.

(iii) �

�

( Z ) j �

�

( Z ), falls �

r

2 I F

�

2

p

f

•

ur alle r � 0 und �

�

( Z ) ; �

�

( Z ) 2 I N .

Beweis:

(i) Es sei Z 2 K n k A-red. und �

�

( Z ) = l �

�

( Z ) + r mit eindeutig b estimm ten l � 1,

0 � r � �

�

( Z ) � 1. Nac h De�nition v on �

�

( Z ) gilt

Z

�

�

�

( Z )+ k

Z

�

k

= b 2 I F

�

2

p

f

•

ur alle k � 0.

Daraus ergibt sic h

Z

�

0

= b

� 1

Z

�

�

�

( Z )

= b

� 1

Z

�

l�

�

( Z )+ r

= b

� 1

aZ

�

r

mit a 2 I F

�

p

;

da �

�

( Z ) die Quasip erio de ist. Es folgt also r = 0 o der �

�

( Z ) � 1 < r . Letzteres

ist w egen 0 � r � �

�

( Z ) � 1 nic h t m

•

oglic h, also gilt r = 0 und �

�

( Z ) j �

�

( Z ).

(ii) Analog zu (i) mit b = 1.

(iii) Analog zu (i) mit b = 1 und a 2 I F

� 2

p

.

�

5.4.3 Satz

Es seien � ; � 2 I K und Z ; W 2 K n k mit Z = bW und b 2 I F

�

p

. Setzt man �

� 1

= �

� 1

= 1, so

gilt

Z

�

r

W

�

r

= b

( � 1)

r

r

Y

i =0

( �

i � 1

�

� 1

i � 1

)

( � 1)

r � i

2 I F

�

p

f

•

ur alle r � 0.

Beweis:

Der Bew eis erfolgt mit einer Induktion nac h r .

F

•

ur r = 0 v eri�ziert man

Z

�

0

W

�

0

=

Z

W

= b 2 I F

�

p

.

F

•

ur den Sc hritt r 7! r + 1 b en utzt man die Darstellung

Z

�

r +1

=

�

r

Z

�

r

� [ Z

�

r

]

I.V.

= �

r

�

� 1

r

r

Y

i =0

( �

i � 1

�

� 1

i � 1

)

( � 1)

r � i +1

b

( � 1)

r +1

W

�

r +1

;

und das w ar die Behauptung. �

5.4.4 Korollar

a) Ist Z 2 K n k A-red., so ist die Quasi-P erio de �

�

( Z ) unabh

•

angig v on der KBE-Art

� 2 I K, so da� wir v on n un an � ( Z ) f

•

ur die Quasip erio de v on Z b ez

•

uglic h irgendeiner

KBE-Art sc hreib en k

•

onnen.



T eil I I. Ketten bruc hen t wic klung 20

b) Ist Z 2 K n k A-red., so gilt

� ( Z ) = � ( bZ )

f

•

ur alle b 2 I F

�

p

.

c) Ist Z 2 k

�

1

, und sind � ; � 2 I K, so gilt j Z

�

r

j = j Z

�

r

j f

•

ur alle r � 0.

d) Ist � 2 I K eine k onstan te F olge, Z 2 K n k A-red. und � ( Z ) ungerade, dann ist �

�

( Z )

endlic h, und es gilt

�

�

( Z )

� ( Z )

2 f 1 ; 2 g :

e) Ist � 2 I K eine k onstan te F olge, Z 2 K n k A-red. und p erio disc h mit ungerader P erio de

�

�

( Z ), so gilt � = �

�

( Z ).

Beweis:

a) Diese Aussage folgt aus Satz 5.4.3 mit b = 1.

b) Dies folgt sofort aus der Aussage des Satzes 5.4.3.

c) Dies zeigt man wie in a).

d) F

•

ur diese Aussage n utzt man aus, da� Z

�

�

= bZ

�

0

mit � := � ( Z ) ist und setzt

W = Z

�

0

in Satz 5.4.3. Man erh

•

alt

Z

�

2 �

Z

�

�

= b

( � 1)

�

;

da � eine k onstan te F olge ist. W egen � � 1 (2) hat man Z

�

2 �

= b

� 1

Z

�

�

= Z

�

0

,

also

�

�

( Z )

�

2 f 1 ; 2 g . Hierb ei ist �

�

( Z ) = � im F all b = 1.

e) Ist �

�

( Z ) ungerade, so m u� w egen � ( Z ) j �

�

( Z ) auc h � ( Z ) ungerade sein. Nac h

d) k ann dann n ur der F all � ( Z ) = �

�

( Z ) auftreten, und es folgt die Behauptung.

�

5.4.5 De�nition

F

•

ur � ; � 2 I K de�niert man

� ' � , � ( �

r

) = � ( �

r

) f

•

ur alle r � 0.

5.4.6 Satz

Sind � ; � 2 I K mit � ' � und Z = bW 2 K n k mit b 2 I F

�

p

, so gilt

� ( Z

�

r

) = � ( b ) � ( W

�

r

) f

•

ur alle r � 0.

Beweis:

W egen � ( b ) = � ( b

� 1

) f

•

ur alle b 2 I F

�

p

und � ( �

r

�

� 1

r

) = 1 folgt die Aussage direkt aus

Satz 5.4.3. �
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5.4.7 Korollar

Sind un ter den V oraussetzungen v on Satz 5.4.6 zus

•

atzlic h Z ; W 2 K n k A-red., so gilt

�

�

( Z ) = �

�

( W ) :

Beweis:

Das Korollar folgt aus Satz 5.4.6 und der De�nition der Quadratp erio de. �

5.4.8 Satz

Sei Z 2 K n k A-red., � := � ( Z ), a :=

Z

�

�

Z

�

0

2 I F

�

p

und � 2 I K mit � ( �

r

) = � ( �

� + r

) f

•

ur alle r � 0.

Dann gilt

Z

�

l� + k

= a

l

q

l;k

Z

�

k

f

•

ur alle l � 0 ; k � 0 mit gewissen q

l;k

2 I F

�

2

p

,

d.h.

� (

Z

�

l� + k

Z

�

k

) = � ( a )

l

f

•

ur alle l ; k � 0.

Beweis:

F

•

ur l = 0 ist die Aussage des Satzes trivial.

Wir zeigen:

( � ) Z

�

l� + k

= a ~q

l;k

Z

�

( l � 1) � + k

f

•

ur alle l � 1 ; k � 0 mit einer Induktion nac h l . Wir wissen, da� Z

�

�

= aZ

�

0

gilt.

De�niert man (

~

�

r

)

r � 0

:= ( �

� + r

)

r � 0

und ~� := � , so folgt aus Satz 5.4.3 mit Z = Z

�

�

,

W = Z

�

0

und b = a :

Z

~

�

k

W

~�

k

=

Z

�

� + k

Z

�

k

= a

( � 1)

k

k

Y

i =0

( �

� + i

�

� 1

i

)

k � i

:

Hier gilt

Q

k

i =0

( �

� + i

�

� 1

i

)

k � i

2 I F

� 2

p

nac h V oraussetzung. Ist k ungerade, so sc hreibt

man a

� 1

= aa

� 2

und zieh t das Quadrat a

� 2

mit in das Pro dukt. Dies liefert die

Aussage f

•

ur l = 1.

Der Sc hritt l ! l + 1 v erl

•

auft analog. Man setzt Z

�

l� + k

= aq

l;k

Z

�

( l � 1) � + k

v oraus

und de�niert (

~

�

r

)

r � 0

:= ( �

l� + r

)

r � 0

, ( ~ �

r

)

r � 0

:= ( �

( l � 1) � + r

)

r � 0

. Daraus erh

•

alt man die

Induktionsb ehauptung und somit ( � ) durc h An w endung v on Satz 5.4.3 auf

~

� ; ~� und

Z = Z

�

l� + k

, b = aq

l;k

, W = Z

�

( l � 1) � + k

. Es ist dann

Z

�

l� + k

Z

�

k

=

Z

�

l� + k

Z

�

( l � 1) � + k

�

Z

�

( l � 1) � + k

Z

�

( l � 2) � + k

� : : : �

Z

�

1+ k

Z

�

k

| {z }

l F aktoren

= a

l

q

l;k

mit gewissen q

l;k

2 I F

�

2

p

, indem man gegeb enenfalls a

� 1

= aa

� 2

ein
ie�en l

•

a�t. �
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5.4.9 Korollar

Sind Z 2 K n k A-red., � := � ( Z ) ; � 2 I K mit � ( �

r

) = � ( �

� + r

) f

•

ur alle r � 0 und �

�

:= �

�

( Z ),

so gilt

(i)

�

�

�

2 f 1 ; 2 g ;

d.h. insb esondere �

�

< 1 , und

(ii)

�

�

�

= 2 ,

Z

�

l�

Z

�

( l � 1) �

2 I F

�

p

n I F

�

2

p

f

•

ur alle l � 1.

Beweis:

(i) Nac h Satz 5.4.8 ist

� (

Z

�

2 � + k

Z

�

k

) = 1 f

•

ur alle k � 0,

d.h. �

�

� 2 � , und b eide W erte sind endlic h. Aus Lemma 5.4.2 folgt � j �

�

, also

�

�

�

2 f 1 ; 2 g .

(ii) Die

•

Aquiv alenz erh

•

alt man folgenderma�en:

" ) " Es sei �

�

> � . Mit a :=

Z

�

�

Z

�

0

ist � ( a ) = � 1. F

•

ur b eliebiges l � 1 gilt dann

Z

�

l�

Z

�

( l � 1) �

=

Z

�

l�

Z

�

0

Z

�

0

Z

�

( l � 1) �

= a

l

a

� ( l � 1)

~q

l

= a ~q

l

mit einem ~q

l

2 I F

�

2

p

, w as die Behauptung w ar.

" ( " W

•

are �

�

= � , so w

•

urde sc hon

Z

�

�

Z

�

0

2 I F

�

2

p

gelten, w as einen Widerspruc h zur

V oraussetzung mit l = 1 herb eif

•

uhrt.

�

6 F unktionen der Diskriminan te D

6.1 De�nition und Eigensc haften

6.1.1 De�nition

Es seien A; B ; C 2 I F

p

[ X ] teilerfremd und D = B

2

� 4 AC quadratfrei.

Dann nenn t man

W = f A; B ; C g =

B +

p

D

2 C

eine F unktion der Diskriminante D .

Es sei

F ( D ) := f W j W ist F unktion der Diskriminan te D g :

Diese Elemen te k ann man als die 'p ositiv en' L

•

osungen der Gleic h ung

F ( � 1 ; Y ) = 0 ;

also als quadratisc he Irrationalit

•

aten ansehen, w ob ei F ( X ; Y ) := AX

2

+ B X Y + C Y

2

eine

bin

•

are quadratisc he F orm der Diskriminan te D

•

ub er I F

p

[ X ] ist.
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6.1.2 Satz

(i) Ist F 2 F ( D ) und F � G , so ist auc h G 2 F ( D ).

Insb esondere gilt dann:

Ist � 2 I K und Z 2 F ( D ), so existieren zu jedem r � 0 geeignete A

�

r

; B

�

r

und C

�

r

2 I F

p

[ X ]

mit D = ( B

�

r

)

2

� 4 A

�

r

C

�

r

, so da� f

•

ur den v ollst

•

andigen P artialbruc h Z

�

r

v on Z b ez

•

uglic h

der KBE � gilt:

Z

�

r

=

B

�

r

+

p

D

2 C

�

r

:

(ii) Es gibt n ur endlic h viele (A-)reduzierte F unktionen in F ( D ).

(iii) Ist � 2 I K b eliebig und Z 2 F ( D ) (A-)red., so gilt

j M

�

r

j = j Z

�

r

j � j

p

D j

f

•

ur alle r � 0.

Beweis:

(i) s. [A ], S. 176.

(ii) s. [A], S. 194. Ar tin zeigte die Endlic hk eit der A-red. F unktionen quadratfreier

Diskriminan te D , w oraus sofort die Endlic hk eit der red. F unktionen aus F ( D )

folgt.

(iii) Es ist

j M

�

r

j = j Z

�

r

j

j Z

�

r

j > 1 > j Z

�

r

j

= j Z

�

r

� Z

�

r

j =

�

�

�

�

�

p

D

C

�

r

�

�

�

�

�

nac h (i) mit C

�

r

2 I F

p

[ X ]. Es ist also j C

�

r

j � 1, w oraus die Behauptung folgt.

�

6.2 Zyk el

Ausgehend v on Satz 5.3.6 (iv) und den Aussagen (i) und (ii) des Satzes 6.1.2 wird n un gezeigt,

da� die Anzahl der engen

•

Aquiv alenzklassen v on F unktionen F 2 F ( D ) endlic h ist. Hierzu

wird die enge KBE aus De�nition 5.3.3 b en utzt.

6.2.1 Bemerkung

Betrac h tet man die enge KBE eines reduzierten Elemen ts Z 2 F ( D ), so ist jeder v ollst

•

andige

P artialbruc h Z

�

r

( r � 0) der KBE nac h Satz 6.1.2 (i) wieder ein Elemen t v on F ( D ) und nac h

Lemma 5.3.5 (i) auc h reduziert.

Da es w egen Satz 6.1.2 (ii) n ur endlic h viele reduzierte Elemen te in F ( D ) gibt, und durc h

die W ahl der F olge � 2 I K der Nac hfolger durc h den V org

•

anger eindeutig b estimm t ist, erh

•

alt

man ausgehend v on einem reduzierten Z = Z

�

0

ein sogenann tes Zykel f Z

�

0

; : : : ; Z

�

� � 1

g v on �

reduzierten Elemen ten.

Man nenn t dieses Zyk el das zu Z geh

•

orige Zykel reduzierter Elemen te. Die Zahl � � 1 ist

demnac h die P erio de der engen KBE v on Z = Z

�

0

.
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Ist Z nic h t reduziert, so w ei� man aus Satz 5.3.6, da� es einen v ollst

•

andigen P artialbruc h Z

�

r

0

( r

0

> 0) in der engen KBE v on Z gibt, w elc her reduziert ist. Man nenn t dann das zu Z

�

r

0

geh

•

orige Zyk el reduzierter Elemen te das von Z erzeugte Zykel reduzierter Elemen te.

6.2.2 F olgerung

Ist Z 2 F ( D ) reduziert und � � 1 die L

•

ange des v on Z erzeugten Zyk els, so gilt

� = �

�

( Z ) = �

�

( Z ) = �

�

( Z ) :

Beweis:

Es sei � 2 I K die enge KBE-Art, Z 2 F ( D ) reduziert, �

�

( Z ) die P erio de und �

�

( Z )

die Quadratp erio de der engen KBE v on Z . F erner sei �

�

( Z ) die Quadratp erio de der

negativ en KBE v on Z .

Aus Satz 5.4.6 mit b = 1 zusammen mit (( � 1))

r � 0

' � erh

•

alt man

Z

�

k

= b

k

Z

�

k

( b

k

2 I F

�

2

p

)

und

�

�

( Z )

5.4.7

= �

�

( Z ) = min f � � 1 j

Z

�

�

Z

�

0

2 I F

�

2

p

g

5.3.4 (ii)

= min f � � 1 j

Z

�

�

Z

�

0

= 1 g = min f � � 1 j

Z

�

� + k

Z

�

k

= 1 f

•

ur alle k � 0 g = �

�

( Z ) = �:

An der Stelle, an w elc her Lemma 5.3.4 (ii) eingeh t, m u� b eac h tet w erden, da� sic h Z

�

0

und Z

�

�

w egen sgn Z

�

�

2 f 1 ; g g h

•

oc hstens um einen F aktor aus I F

�

p

n I F

� 2

p

un tersc heiden

k

•

onnen, falls sie nic h t sc hon gleic h sind. In diesem sp eziellen F all m

•

ussen sie demnac h

sc hon gleic h sein. Sind sie dies ab er einmal, so auc h b ei jedem � -ten Mal wieder. �

6.2.3 Satz

Zw ei reduzierte F unktionen W ; W

0

2 F ( D ) sind genau dann eng

•

aquiv alen t, w enn sie zum

selb en Zyk el geh

•

oren.

Beweis:

" ( " Liegen W und W

0

im selb en Zyk el, so sind sie o�ensic h tlic h eng

•

aquiv alen t.

" ) " Es seien W ; W

0

zw ei reduzierte F unktionen mit

W =

�

� �


 �

�

� W

0

=

�W

0

+ �


 W

0

+ �

;

�; � ; 
 ; � 2 I F

p

[ X ] und �� � � 
 2 I F

�

2

p

. Wir b etrac h ten zun

•

ac hst drei F

•

alle:

(1) 
 = 0.

Dann sind �; � 2 I F

�

p

und �� 2 I F

�

2

p

. Aus W =

�

�

W

0

+

�

�

folgt

j � j = j � W � � W

0

j � max fj W j ; j W

0

jg < 1 ;

da �; � 2 I F

�

p

und W ; W

0

reduziert sind. Man erh

•

alt daraus � = 0 und

�W

0

= � W , d.h. insb esondere � � sgn W

0

= � � sgn W . W egen �� 2 I F

�

2

p

und

sgn W ; sgn W

0

2 f 1 ; g g ist dann � = � . Daraus folgt ab er W = W

0

. W und

W

0

liegen also im selb en Zyk el.
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(2) � = 0, 
 6= 0.

Dann folgt wieder �; � 2 I F

�

p

mit �� 2 I F

�

2

p

.

Ist 
 6= 0, so gilt w egen j W

0

j > 1 und � 2 I F

�

p

j 
 W

0

+ � j = j 
 W

0

j :

Mit � = 0 und � 2 I F

�

p

w

•

urde dann j W j � 1 folgen, w as ein Widerspruc h

zur Reduziertheit v on W ist.

Somit gilt auc h 
 = 0, w oraus nac h (1) wieder W = W

0

folgt.

(3) � 
 6= 0.

Wir zeigen zun

•

ac hst

( � ) j � j < j 
 j o der j � j < j � j :

Wir k

•

onnen o.E. annehmen, da� �� 6= 0 ist, denn sonst ist die Behauptung

( � ) o�ensic h tlic h. Es gilt

( �� ) j �� j = j � 
 j ;

denn sonst w

•

urde aus

1 = j �� � � 
 j = max fj �� j ; j � 
 jg

folgen, da� ( j �� j = 0 und j � 
 j = 1) o der ( j �� j = 1 und j � 
 j = 0) gelten

w

•

urde, ein Widerspruc h zu �� 6= 0 6= � 
 .

Nehmen wir n un an, es w

•

aren j � j � j 
 j und j � j � j � j . Mit ( �� ) w

•

aren dann

sc hon j � j = j 
 j und j � j = j � j . Wir h

•

atten also w egen j W

0

j > 1 > j W

0

j

�

�

�

�

�




�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

� W

0

+ �


 W

0

+ �

�

�

�

�

�

= j W j < 1 < j W j

=

�

�

�

�

�W

0

+ �


 W

0

+ �

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�W

0


 W

0

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�




�

�

�

�

;

w as ein Widerspruc h ist. Damit ist ( � ) gezeigt.

Es wird sic h w eiterhin zeigen, da� man den F all j � j < j � j auf den F all

j � j < j 
 j zur

•

uc kspielen k ann:

Gilt n

•

amlic h j � j < j � j , so gilt auc h j � j < j 
 j , denn aus � = 0 folgt dies

w egen 
 6= 0 sofort. Aus � = 0 folgt 1 = j � 
 j , also j � j < j � j = j 
 j . Ist

hingegen �� 6= 0, so ist wieder j �� j = j � 
 j und somit

( � � � )

�

�

�

�

�




�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

> 1 :

Un ter Ausn utzung v on j W

0

j < 1 erh

•

alt man

�

�

�

�




�

�

�

�

�

> j W j

�

�

�

�




�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

� W

0

+ �


 W

0

+ �

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

W

0

+

�

�

W

0

+

�




�

�

�

�

�

( ��� )

=

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

= 1 ;

und somit j � j < j 
 j .
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Betrac h tet man n un statt W = T � W

0

mit T =

�

� �


 �

�

2 SL(2; I F

p

[ X ]) die

Gleic h ung W

0

= T

� 1

� W , so ist

T

� 1

=

�

~�

~

�

~


~

�

�

= (det T )

� 1

�

� � �

� 
 �

�

;

und es gilt j

~

� j = j � j < j 
 j = j ~
 j . Man brauc h t also im F all � 
 6= 0 n ur den

F all j � j < j 
 j zu un tersuc hen, w as wir n un tun w erden. Es gilt

W �

�




=

�W

0

+ �


 W

0

+ �

�

�




=

� det T

( 
 W

0

+ � ) 


:

Ist j � j < j 
 j , so erh

•

alt man daraus

�

�

�

�

W �

�




�

�

�

�

=

1

j ( 
 W

0

+ � ) 
 j

j � j < j 
 j

=

1

j 
 j

2

j W

0

j

2

< 1 :

W eiterhin gilt

�

�

�

�

[ W ] �

�




�

�

�

�

=

�

�

�

�

[ W ] � W + W �

�




�

�

�

�

� max fj [ W ] � W j ; j W �

�




jg < 1 :

W endet man n un nac h De�nition 5.3.3 einen engen KBE-Sc hritt auf das

Elemen t W = W

�

0

an, so erh

•

alt man

W

�

1

=

�

0 �

0

1 � [ W ]

�

� W =

�

0 �

0

1 � [ W ]

� �

� �


 �

�

� W

0

=

�


 �

0

� �

0

� � 
 [ W ] � � � [ W ]

�

| {z }

=:

�

�

1

�

1




1

�

1

�

� W

0

mit �

0

2 I F

�

p

und j 


1

j = j 
 [ W ] � � j = j 
 jj [ W ] �

�




j < j 
 j .

Ist n un �

1




1

= 0, so gilt nac h (1) und (2) W

�

1

= W

0

. Da W und W

�

1

ab er

o�ensic h tlic h im selb en Zyk el liegen, ist das dann die Behauptung.

Ist hingegen �

1




1

6= 0, so k ann man wiederum nac h (3) folgern, da� en t-

w eder j �

1

j < j 


1

j o der j �

1

j < j �

1

j gilt. W egen j �

1

j = j 
 j und j �

1

j = j � j

st

•

unde letzteres im Widerspruc h zu j � j < j 
 j , also hab en wir erneut den

F all j �

1

j < j 


1

j .

De�nieren wir n un induktiv

W

�

0

= W ; T

0

= T ; T

r

:=

�

0 �

r � 1

1 � [ W

�

r � 1

]

�

T

r � 1

; T

i

=

�

�

i

�

i




i

�

i

�

( i � 1) ;

mit den �

i

aus der engen KBE v on De�nition 5.3.3, so liegen s

•

am tlic he W

�

r

im selb en Zyk el. Die Behauptung ist demnac h gezeigt, falls irgendw ann

�

i




i

= 0 gilt. Dies wird ab er aufgrund der Ungleic h ung

j 
 j > j 


1

j > j 


2

j > :::

ein treten, denn w egen 


i

2 I F

p

[ X ] m u� sc hlie�lic h 


n

= 0 sein f

•

ur ein n 2 I N.

�
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6.2.4 F olgerung und De�nition

(i) Zw ei nic h t not w endig reduzierte Elemen te Z ; W 2 F ( D ) sind genau dann eng

•

aquiv a-

len t, w enn sie dasselb e Zyk el erzeugen.

(ii) De�niert man f

•

ur ein reduziertes Elemen t W 2 K n k

Aut( W ) := f T 2 SL(2; I F

p

[ X ]) j T � W = W g ;

so gilt

Aut( W ) = f a � ( S

�

�

�

)

k

j k 2 Z Z ; a 2 I F

�

p

g ;

w ob ei �

�

:= �

�

( W ) die P erio de der engen KBE v on W und S

�

�

�

die Matrix aus De�nition

5.2.2 ist.

(iii) Es gibt n ur endlic h viele enge

•

Aquiv alenzklassen v on F unktionen der Diskriminan te D .

Ihre Anzahl en tspric h t der Anzahl der disjunkten Zyk el reduzierter Elemen te aus F ( D ).

Beweis:

(i) Dies folgt aus 5.3.6 (iv) und 6.2.3.

(ii) " � " Ist W 2 F ( D ) reduziert und �

�

die P erio de der engen KBE v on W , so gilt

nac h Lemma 5.2.3 (v)

W = S

�

�

�

� W

�

�

�

= S

�

�

�

� W ;

also auc h W = a ( S

�

�

�

)

k

� W f

•

ur alle a 2 I F

�

p

; k 2 Z Z .

Somit ist a ( S

�

�

�

)

k

2 Aut( W ).

" � " Es sei T =

�

� �


 �

�

2 Aut( W ) f

•

ur ein reduziertes W 2 K n k . Ist � 
 = 0, so

folgt aus dem Bew eis des Satzes 6.2.3

T = aE = a ( S

�

�

�

)

0

f

•

ur ein a 2 I F

�

p

, also T 2 f a ( S

�

�

�

)

k

j a 2 I F

�

p

; k 2 Z Z g .

Ist hingegen � 
 6= 0, so gilt en t w eder j � j < j 
 j o der j � j < j � j .

Im ersten F all liefert der Bew eis des Satzes 6.2.3 ein n 2 I N und ein a 2 I F

�

p

mit

T

�

n � 1

� : : : � T

�

0

� T = aE :

Aus Lemma 5.2.3 (ii) erhalten wir T

�

n � 1

� : : : � T

�

0

= ( S

�

n

)

� 1

, also ist T =

a � ( S

�

n

).

Au�erdem ist

W = T � W = a ( S

�

n

) � W = W

�

n

;

demnac h m u� n � 0 mo d �

�

sein. Insgesam t folgt also

S

�

n

= ( S

�

�

�

)

k

f

•

ur ein k 2 Z Z und damit die Behauptung.

Im F all j � j < j � j erhielten wir

T

�

n � 1

� : : : � T

�

0

� T

� 1

= aE ;

d.h. T = a

� 1

( S

�

n

)

� 1

, und die Behauptung folgt mit derselb en Sc hlu�w eise

wie im F all j � j < j 
 j .
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(iii)

•

Ub er die enge KBE erzeugt jede F unktion F 2 F ( D ) nac h (i) ein eindeu-

tig b estimm tes Zyk el reduzierter F unktionen. W egen 5.3.5 (i) und Satz 6.2.3

zerf

•

allt die Menge der reduzierten F unktionen in disjunkte Zyk el, ihre Anzahl

ist demnac h die Anzahl der engen

•

Aquiv alenzklassen v on F unktionen der Dis-

kriminan te D .

�

7 Berec hn ung v on Grundeinheiten

7.1 Berec hn ung der F undamen taleinheit

Mit Hilfe der Standard-KBE des Elemen ts Z =

p

D ist es nac h [W ] und [WZ ] m

•

oglic h, die

F undamen taleinheit �

0

und damit auc h den Regulator R

K

= grad �

0

des reell-quadratisc hen

K

•

orp ers K = k (

p

D ) zu b erec hnen.

Der in [WZ], S.270 angegeb ene Algorithm us zur Berec hn ung einer F undamen taleinheit b eruh t

auf den Ausf

•

uhrungen v on Ar tin in [A], S.196�. Hierb ei ist es not w endig, einmal die Quasi-

P erio de der Standard-KBE v on

p

D zu durc hlaufen. Die F undamen taleinheit setzt sic h dann

aus den P olynomen P

+

�

und Q

+

�

aus 5.2.2 zusammen.

•

Ahnlic he Ergebnisse erh

•

alt man hinsic h tlic h der Berec hn ung der p ositiven Grundeinheit v on

K , w enn man die enge KBE eines reduzierten Elemen ts Z 2 F ( D ) b en utzt.

7.2 Berec hn ung der p ositiv en Grundeinheit

Die n un folgenden S

•

atze erlaub en es uns, mit Hilfe der engen KBE eines reduzierten Elemen ts

Z 2 F ( D ) { bis auf einen F aktor aus I F

�

p

{ die p ositiv e Grundeinheit �

1

v on K zu b erec hnen.

7.2.1 Satz

Es sei K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er. Dann ist die enge KBE eines

reduzierten Elemen ts Z 2 F ( D ) p erio disc h v on der F orm

[ M

�

0

; M

�

1

; : : : ; M

�

� � 1

; M

�

�

; : : : ; M

�

�

�

� 1

] :

Hier ist � die Quasi-P erio de und �

�

= �

�

die P erio de bzw. Quadratp erio de der engen KBE.

Es gilt

N ( P

�

�

� Q

�

�

Z ) 2 I F

�

p

;

also � := P

�

�

� Q

�

�

Z 2 O

�

K

mit den Bezeic hn ungen aus De�nition 5.2.2. Ist

Z

�

Z

= c 2 I F

�

p

, so

gilt

�

� 1

= ( � 1)

�

( �

0

� : : : � �

� � 1

)

� 1

( cQ

�

�

Z + �

� � 1

Q

�

� � 1

) :

W eiterhin ist

�

�

�

2 f 1 ; 2 g .

Im F all � 6= �

�

ist M

�

�

= g

� 1

M

�

0

und � ( N ( P

�

�

� Q

�

�

Z )) = � 1.

Ist hingegen � = �

�

, so gilt � ( N ( P

�

�

� Q

�

�

Z )) = 1.
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Beweis:

Es sei � 2 I K die enge KBE-Art und Z 2 K n k reduziert. Es seien � := � ( Z ) die

Quasip erio de und �

�

( Z ) die Quadratp erio de der engen KBE-Art. Aus der De�nition

5.3.3 folgt � ( �

r

) = � ( � 1) f

•

ur alle r � 0, d.h. insb esondere � ( �

r

) = � ( �

� + r

) f

•

ur alle

r � 0. Die V oraussetzungen des Korollars 5.4.9 sind demnac h erf

•

ullt. Nac h Korollar

5.4.9 (i) ist somit �

�

( Z ) endlic h, und es gilt

�

�

( Z )

� ( Z )

2 f 1 ; 2 g :

W egen F olgerung 6.2.2 ist ferner �

�

( Z ) = �

�

( Z ), w as die Aussagen

•

ub er die P erio den

b est

•

atigt.

Wir zeigen n un N ( P

�

�

� Q

�

�

Z ) 2 I F

�

p

.

Es sei also Z

�

�

= cZ . Wie im Bew eis des Lemmas 5.2.3 (v) gilt dann

Z =

P

�

�

Z

�

�

+ �

� � 1

P

�

� � 1

Q

�

�

Z

�

�

+ �

� � 1

Q

�

� � 1

=

P

�

�

cZ + �

� � 1

P

�

� � 1

Q

�

�

cZ + �

� � 1

Q

�

� � 1

:

De�niert man

S :=

�

cP

�

�

�

� � 1

P

�

� � 1

cQ

�

�

�

� � 1

Q

�

� � 1

�

= S

�

�

� (

c 0

0 1

)

mit der Matrix S

�

�

2 GL(2; I F

p

[ X ]) aus De�nition 5.2.2, so gilt S � Z = Z , also

S

�

Z

1

�

= ( cQ

�

�

Z + �

� � 1

Q

�

� � 1

)

�

Z

1

�

:

Mit �

0

:= cQ

�

�

Z + �

� � 1

Q

�

� � 1

gilt dann j �

0

j > 1, denn es ist j Z j > 1 und j Q

�

�

j > j Q

�

� � 1

j

nac h Lemma 5.2.3 (iii). Aus Lemma 5.2.3 (i) und (ii) folgt w eiterhin

N ( �

0

) = det S = c det S

�

�

= c ( � 1)

�

( �

0

� : : : � �

� � 1

) :

Somit handelt es sic h b ei �

0

um eine Einheit v on O

K

, w elc he die quadratisc he Glei-

c h ung

�

0

2

� �

0

( cP

�

�

+ �

� � 1

Q

�

� � 1

) = c�

� � 1

( Q

�

�

P

�

� � 1

� P

�

�

Q

�

� � 1

)

erf

•

ullt. Es gilt also

�

0

( �

0

� cP

�

�

� �

� � 1

Q

�

� � 1

) = c�

0

( Q

�

�

Z � P

�

�

) = � det S;

w oraus

�

0

( P

�

�

� Q

�

�

Z ) =

1

c

det S =

1

c

N ( �

0

) = ( � 1)

�

( �

0

� : : : � �

� � 1

)

folgt. Es ist also � := ( P

�

�

� Q

�

�

Z ) 2 O

�

K

mit

�

� 1

= ( � 1)

�

( �

0

� : : : � �

� � 1

)

� 1

( cQ

�

�

Z + �

� � 1

Q

�

� � 1

) ;

N ( � ) = c

� 1

( � 1)

�

( �

0

� : : : � �

� � 1

) und j � j < 1 gefunden. Da so w ohl Z

�

�

als auc h Z

reduziert sind, also sgn Z ; sgn Z

�

�

2 f 1 ; g g gilt, k

•

onnen sie sic h { w enn

•

ub erhaupt {

h

•

oc hstens um den F aktor g

� 1

2 I F

�

p

n I F

�

2

p

un tersc heiden, d.h. es ist c 2 f 1 ; g

� 1

g .

Hieraus und aus der De�nition der engen KBE folgt sofort, da� im F alle c = 1, also

� = �

�

, � = P

�

�

� Q

�

�

Z 2 O

� +

K

gilt.

Andernfalls, n

•

amlic h im F all c = g

� 1

, ist � ( N ( P

�

�

� Q

�

�

Z )) = � 1 und �

2

2 O

� +

K

.

�
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7.2.2 Satz

Ist Z 2 F ( D ) reduziert und �

�

:= �

�

( Z ) die P erio de der engen KBE v on Z , so ist ( P

�

�

�

� Q

�

�

�

Z )

bis auf einen F aktor aus I F

�

p

die p ositiv e Grundeinheit �

1

v on K .

Beweis:

Es ist zu zeigen:

Ist � = U + V

p

D 2 O

�

K

mit j � j < 1 und � ( N ( � )) = 1, so gibt es ein i � 1 und ein

a 2 I F

�

p

mit � = a ( P

�

�

�

� Q

�

�

�

Z )

i

.

Sei also � 2 O

�

K

mit j � j < 1 und � ( N ( � )) = 1.

Gesuc h t ist dann eine Matrix S =

�

� �


 �

�

2 SL (2; I F

p

[ X ]) mit

S

�

Z

1

�

= �

�

Z

1

�

:

F

•

ur diese Matrix m u� gelten

S =

1

Z � Z

�

Z Z

1 1

�

(

� 0

0 �

)

�

1 � Z

� 1 Z

�

;

also

S =

1

Z � Z

�

Z � � Z � � Z Z ( � � � )

� � � � Z � + Z �

�

:

Ist Z =

B +

p

D

2 C

und � = U + V

p

D , so erh

•

alt man

S =

�

U + V B � 2 V A

2 C V U � V B

�

;

da D = B

2

� 4 AC gilt.

Diese Matrix erf

•

ullt

S � Z =

( U + V B )( B +

p

D ) � 4 AC V

V ( B +

p

D )2 C + ( U � V B )2 C

D = B

2

� 4 AC

=

( U + V

p

D )( B +

p

D )

2 C ( U + V

p

D )

=

B +

p

D

2 C

= Z ;

und w egen � ( N ( � )) = 1 und

det S = U

2

� V

2

B

2

+ 4 AC V

2

D = B

2

� 4 AC

= U

2

� V

2

D = N ( � )

gilt S 2 Aut( Z ). Nac h F olgerung 6.2.4 existieren a 2 I F

�

p

und k 2 Z Z mit S = a ( S

�

�

�

)

k

.

Es gilt ab er

S

�

�

�

�

Z

1

�

= ( Q

�

�

�

Z + �

�

�

� 1

Q

�

�

�

� 1

)

�

Z

1

�

und somit

S

�

Z

1

�

= a ( Q

�

�

�

Z + �

�

�

� 1

Q

�

�

�

� 1

)

k

�

Z

1

�

mit j Q

�

�

�

Z + �

�

�

� 1

Q

�

�

�

� 1

j > 1, w oraus

� = a ( Q

�

�

�

Z + �

�

�

� 1

Q

�

�

�

� 1

)

k

folgt. W egen j � j < 1 m u� demnac h k < 0 sein. Mit denselb en Sc hl

•

ussen wie im

Bew eis des v orhergehenden Satzes zeigt man

�

� 1

= a

� 1

( � 1)

k �

( �

0

� : : : � �

�

�

� 1

)

� k

( P

�

�

�

� Q

�

�

�

Z )

k

;

d.h.

� = b ( P

�

�

�

� Q

�

�

�

Z )

� k

mit b := a ( � 1)

k �

( �

0

� : : : � �

�

�

� 1

)

k

2 I F

�

p

. F

•

ur i := � k � 1 ist dies die Behauptung. �
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7.2.3 Beispiel

Wir b etrac h ten ein allgemeines quadratisc hes P olynom D 2 I F

p

[ X ], w elc hes k ein v olles Qua-

drat ist. Dieses hat die F orm D = X

2

+ aX + b mit

1

4

a

2

� b 6= 0. Nac h Kapitel 4 ist dann

p

D = X +

1

2

a + : : : ; [

p

D ] = X +

1

2

a:

Die Elemen te Z :=

1

2

(

p

D + [

p

D ]) und

g

2

(

p

D + [

p

D ]) sind demnac h reduziert. Es gilt

[ Z

�

0

] = [ Z ] = X +

1

2

a und sgn ([ Z ] � Z ) =

1

4

(

1

4

a

2

� b ) 6= 0

w egen [

p

D ]

2

� D = ([

p

D ] +

p

D )([

p

D ] �

p

D ) =

1

4

a

2

� b .

Wir un tersc heiden zw ei F

•

alle:

(i)

1

4

a

2

� b 2 I F

� 2

p

.

Dann ist der erste Sc hritt der engen KBE gegeb en durc h

Z

�

1

=

1

4

( b �

1

4

a

2

)

1

2

(

p

D � [

p

D ])

=

1

2

(

p

D + [

p

D ]) = Z

�

0

;

also Z = [ [

p

D ]]

�

die enge KBE v on Z mit � ( Z ) = �

�

( Z ) = �

�

( Z ) = 1. Eb enso ist dann

W = [ g [

p

D ] ]

�

die enge KBE v on W .

Man errec hnet aus der KBE v on Z , da� P

�

1

= [

p

D ] und Q

�

1

= 1 gilt und erh

•

alt nac h

Satz 7.2.2 mit

�

1

:= ( P

�

1

� Q

�

1

Z ) =

1

2

([

p

D ] �

p

D ) = Z ( N ( �

1

) =

1

4

(

1

4

a

2

� b ))

bis auf einen F aktor aus I F

�

p

die p ositiv e Grundeinheit v on K .

(ii)

1

4

a

2

� b =2 I F

� 2

p

.

Dann ist

Z

�

1

= g Z

�

0

= W und Z

�

2

= Z

�

0

;

also Z = [ [

p

D ] ; g [

p

D ]]

�

die enge KBE v on Z mit � ( Z ) = 1, �

�

( Z ) = �

�

( Z ) = 2.

Hier ist

P

�

2

= P

�

1

M

�

1

+ �

0

P

�

0

= g [

p

D ]

2

+

g

4

( b �

1

4

a

2

)

und

Q

�

2

= Q

�

1

M

�

1

+ �

0

Q

�

0

= g [

p

D ] ;

also ist hier wiederum nac h Satz 7.2.2

�

1

= g [

p

D ]

2

+

g

4

( b �

1

4

a

2

) �

g

2

[

p

D ]

2

�

g

2

[

p

D ]

p

D

= g

�

1

2

([

p

D ] �

p

D )

�

2

= g Z

2

bis auf einen F aktor aus I F

�

p

die p ositiv e Grundeinheit v on K .
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Klassenzahlformeln

8 Idealklassen

8.1 Enge

•

Aquiv alenz

Wir f

•

uhren n un analog zum Zahlk

•

orp erfall f

•

ur einen quadratisc hen F unktionenk

•

orp er den

Begri� der engen

•

Aquivalenz v on Idealen ein, einen strengeren

•

Aquiv alenzb egri� als den in

1.2 eingef

•

uhrten. Am Sc hlu� des Kapitels de�nieren wir eine Bijektion zwisc hen den engen

•

Aquiv alenzklassen v on gebro c henen Idealen eines reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers und

den

•

Aquiv alenzklassen reduzierter F unktionen der Diskriminan te D .

8.1.1 De�nition

Zw ei Ideale a und b 2 I ( K ) hei�en eng

•

aquivalent ( a �

+

b ), falls ein � 2 K

�

mit � ( N ( � )) = 1

existiert mit

a = ( � ) b :

8.1.2 F olgerung

Wie die w eiten, so bilden auc h die engen

•

Aquiv alenzklassen eine Grupp e b ez

•

uglic h der Ideal-

Multiplik ation, die enge Ide alklassengrupp e C

+

( K ) = I ( K ) =H

+

( K ) v on O

K

mit

H

+

( K ) := f ( � ) j � ( N ( � )) = 1 g ;

der engen Hauptide algrupp e .

Aus der Endlic hk eit der weiten Klassenzahl h ( K ) = j C ( K ) j (s. z.B. [A], S. 180/194) folgt

sofort die Endlic hk eit der engen Klassenzahl h

+

( K ) := j C

+

( K ) j . Diese ergibt sic h auc h sp

•

ater

aus der Isomorphie ( F ( D ) = �

+

) ' ( I ( K ) = �

+

) und Satz 6.2.4 (iii).

Statt h ( k (

p

D )) bzw. h

+

( k (

p

D )) b en utzen wir sp

•

ater auc h die Bezeic hn ungen h ( D ) bzw.

h

+

( D ).

Zun

•

ac hst w ollen wir uns mit der F rage b esc h

•

aftigen, w ann der enge mit dem w eiten

•

Aquiv a-

lenzb egri� zusammenf

•

allt.

Hier un tersuc hen wir zun

•

ac hst den reell-quadratisc hen F all.

8.2 Der

•

Aquiv alenzindex eines reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers

8.2.1 De�nition

Ist K ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so hei�t

Q

K

:= 3 � jO

�

K

= O

� +

K

j =

(

1 ; falls ein � 2 O

�

K

existiert mit � ( N ( � )) = � 1

2 ; falls � ( N ( � )) = 1 f

•

ur alle � 2 O

�

K

.

der

•

Aquivalenzindex v on K . Diese Bezeic hn ung basiert auf dem
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8.2.2 Lemma

Es sei K ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er. Dann sind

•

aquiv alen t:

(i) Es existiert ein � 2 O

�

K

mit � ( N ( � )) = � 1.

(ii) Q

K

= 1.

(iii) Die enge

•

Aquiv alenz f

•

allt mit der w eiten

•

Aquiv alenz zusammen.

(iv) Es gilt N ( �

0

) = g f

•

ur die Grundeinheit �

0

v on K .

Beweis:

(i) , (ii) ist klar.

(i) ) (iii) Es sei a � b . Dann existiert ein � 2 K mit a = ( � ) b :

Ist � ( N ( � )) = 1, so ist a �

+

b . Ist jedo c h � ( N ( � )) = � 1, so gilt

a = ( � ) b = ( �� ) b

mit einem � 2 O

�

K

und � ( N ( � )) = � 1.

Es ist � ( N ( �� )) = 1 und wiederum a �

+

b , die engen und w eiten

•

Aquiv alenz-

klassen fallen demnac h zusammen.

(iii) ) (iv) W

•

are N ( �

0

) = 1 f

•

ur die Grundeinheit �

0

2 O

�

K

, so w

•

urde f

•

ur alle � 2 O

�

K

gelten � ( N ( � )) = 1. Ist u 2 O

K

mit � ( N ( u )) = � 1, so ist a � ( u ) a f

•

ur

alle ganzen a 2 I ( K ). F allen die engen und w eiten Klassen zusammen, so

folgt auc h a �

+

( u ) a , d.h. es existiert ein �

0

2 K

�

mit � ( N ( �

0

)) = 1 und

a = ( �

0

u ) a . Demnac h gilt �

0

u 2 O

�

K

und � ( N ( �

0

u )) = � 1, denn � ( N ( u )) = � 1.

Ein Widerspruc h zu � ( N ( � )) = 1 f

•

ur alle � 2 O

�

K

.

(iv) ) (i) Es ist � ( N ( �

0

)) = � 1.

�

8.2.3 Lemma

Sind im reell-quadratisc hen F all enge und w eite

•

Aquiv alenzklassen v ersc hieden, so zerf

•

allt

jede w eite

•

Aquiv alenzklasse A in zw ei disjunkte enge

•

Aquiv alenzklassen A

0

und uA

0

, w ob ei

u 2 K

�

ein nac h Lemma 4.1.6 (i) in jedem reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp er existierendes

Elemen t mit � ( N ( u )) = � 1 ist. Zusammenfassend gilt also

h ( K ) =

1

Q

K

h

+

( K ) :

Beweis:

Es sei A := [ a ] = f b 2 I ( K ) j b � a g eine w eite

•

Aquiv alenzklasse. Ist dann u 2 K

�

so gew

•

ahlt, da� � ( N ( u )) = � 1 gilt, so ist

A = A

0

[ uA

0

und A

0

\ uA

0

= ;

mit A

0

:= f b 2 I ( K ) j b �

+

a g .

Ist c 2 A

0

[ uA

0

, so gilt trivialerw eise c 2 A . Ist andererseits c 2 A , also c � a , so

gilt en t w eder c �

+

a , also c 2 A

0

, o der es existiert ein � 2 K

�

mit � ( N ( � )) = � 1
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und c = � a = u

�

u

a mit

�

u

a 2 A

0

, also c 2 uA

0

. W

•

are A

0

\ uA

0

6= ; , so m

•

u�te { wie

sc hon im Bew eis (iii) ) (iv) des v orangegangenen Lemmas { ein � 2 O

�

K

existieren

mit � ( N ( � )) = � 1, w as ab er nic h t sein k ann, da enge und w eite Klassen v ersc hieden

sind, demnac h sind A

0

und uA

0

disjunkt. �

8.3 Enge und w eite

•

Aquiv alenz in imagin

•

ar-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ern

8.3.1 Bemerkung

Da nac h Satz 4.2.1 in imagin

•

ar-quadratisc hen Erw eiterungen v on k (mit Ausnahme des F alles

K = k (

p

g )) die trivialen Einheiten, n

•

amlic h die Elemen te aus I F

�

p

die einzigen Einheiten

sind, sind hier w egen � ( N ( � )) = 1 f

•

ur alle � 2 O

�

K

die enge und w eite Klassenzahl genau dann

v ersc hieden, w enn es ein Elemen t u 2 O

K

gibt mit � ( N ( u )) = � 1.

Im F all D = g hab en nac h Prop osition 4.2.1 die Einheiten � 2 O

K

die F orm � = a + b

p

g 2 O

�

K

mit ( a; b ) 2 I F

p

� I F

p

n (0 ; 0). Un ter diesen k ann man immer Einheiten mit � ( N ( � )) = � 1 �nden,

w as zur F olge hat, da� enge und w eite Klassen zusammenfallen. Dies sieh t man wie folgt ein.

Im F all � ( � 1) = 1 ist o�ensic h tlic h � :=

p

g eine Einheit mit � ( N ( � )) = � ( � g ) = � 1.

Ist hingegen � ( � 1) = � 1, so w

•

ahlt man wie im Bew eis des Lemmas 4.1.6 ein h 2 I F

�

p

n I F

� 2

p

mit � ( h � 1) = 1. Da g eine Primitivwurzel mo d p ist, existiert ein k 2 I N mit h = g

2 k +1

.

Mit � := 1 + g

k

p

g gilt dann

� ( N ( � )) = � (1 � ( g

k

)

2

g ) = � (1 � g

2 k +1

) = � (1 � h )

� ( � 1)= � 1

= � � ( h � 1) = � 1 :

Man erh

•

alt somit die

8.3.2 F olgerung

In den Bezeic hn ungen v on Lemma 4.1.6 gilt h

+

( K ) = h ( K ) genau in den F

•

allen (ii) (1) und

(2) und im F all D = g . In allen anderen imagin

•

ar-quadratisc hen F

•

allen gilt h

+

( K ) = 2 h ( K ).

Beweis:

Dies folgt sofort aus Lemma 4.1.6 (ii) in V erbindung mit Bemerkung 8.3.1.

�

8.4 Orien tierte Basen

Analog zum klassisc hen F all f

•

uhren wir den Begri� der orien tierten Basis ein. Dieser wird

wie sc hon b ei [Zag2 ] im Zahlk

•

orp erfall auc h f

•

ur die Konstruktion einer Bijektion zwisc hen

F ( D ) = �

+

und C

+

( K ) im F unktionenk

•

orp er aussc hlaggeb end sein.

8.4.1 De�nition

Eine I F

p

[ X ]-Basis ( !

1

; !

2

) 2 K

2

eines Ideals a 2 I ( K ) hei�t orientiert , falls

� ( !

1

!

2

� !

1

!

2

) = 1

gilt.
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8.4.2 Satz

Jedes Ideal a 2 I ( K ) b esitzt eine orien tierte Basis.

Beweis:

Ist ( !

1

; !

2

) 2 K

2

eine nic h t-orien tierte Basis v on a , so ist

�

!

�

1

!

�

2

�

:= (

1 0

0 a

)

�

!

1

!

2

�

eine orien tierte Basis, falls a 2 I F

�

p

mit � ( a ) = � 1 ist.

Denn es gilt T = (

1 0

0 a

) 2 GL (2; I F

p

[ X ]) mit � (det T ) = � 1. �

8.4.3 Lemma

Es seien ( !

1

; !

2

) ; ( !

0

1

; !

0

2

) 2 K

2

Basen v on a 2 I ( K ), v on denen die Basis ( !

1

; !

2

) orien tiert

sei.

Es sei w eiterhin T 2 GL(2; I F

p

[ X ]) die

•

Ub ergangsmatrix mit

�

!

0

1

!

0

2

�

= T

�

!

1

!

2

�

. Dann gilt

( !

0

1

; !

0

2

) ist eine orien tierte Basis v on a , T 2 SL (2; I F

p

[ X ]) :

Beweis:

Es ist

!

0

1

!

0

2

� !

0

1

!

0

2

= det

�

!

0

1

!

0

1

!

0

2

!

0

2

�

= det

�

T

�

!

1

!

1

!

2

!

2

��

= (det T )( !

1

!

2

� !

1

!

2

) ;

w oraus die Behauptung folgt. �

8.4.4 Lemma

(i) Ist ( !

1

; !

2

) 2 K

2

eine Basis v on a , so ist f

•

ur � 2 K

�

das T up el ( �!

1

; �!

2

) 2 K

2

eine

Basis v on � a .

(ii) Ist ( !

1

; !

2

) eine orien tierte Basis des Ideals a 2 I ( K ) und � 2 K

�

. Dann gilt

� ( N ( � )) = 1 , ( �!

1

; �!

2

) ist orien tierte Basis v on � a .

(iii) Ist ( !

1

; !

2

) eine nic h t-orien tierte Basis v on a 2 I ( K ) und � 2 K

�

, so gilt

� ( N ( � )) = � 1 , ( �!

1

; �!

2

) ist orien tierte Basis v on � a .

Beweis:

Zu (i) v ergleic he man [A], S. 173 (6). Die Aussagen (ii) und (iii) folgen in V erbindung

mit (i) und der Multiplik ativit

•

at v on � unmittelbar aus

�!

1

�!

2

� �!

1

�!

2

= N ( � )( !

1

!

2

� !

1

!

2

) :

�
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8.5 Idealnorm

8.5.1 De�nition

Ist a = < !

1

; !

2

> ein gebro c henes Ideal v on K , so hei�t der W ert

N ( a ) := a

!

1

;!

2

!

1

!

2

� !

1

!

2

p

D

2 k

�

die Norm v on a , w ob ei a

!

1

;!

2

2 I F

�

p

so gew

•

ahlt sei, da� sgn( N ( a )) = 1 gilt.

Da� N ( a ) 2 k

�

f

•

ur jedes a 2 I ( K ) gilt, liegt an der Eigensc haft N ( a ) = N ( a ), da es sic h b ei

K =k um eine Galois-Erw eiterung v om Grad 2 handelt. Aus dem selb en Grund w

•

urde

!

1

!

2

2 k

aus N ( a ) = 0 folgen, w as aufgrund der I F

p

[ X ]-linearen Unabh

•

angigk eit v on !

1

und !

2

nic h t

m

•

oglic h ist.

Ist a = < 2 C S; S ( B +

p

D ) > ein ganzes Ideal in adaptierter Basisdarstellung, so erh

•

alt man

N ( a ) =

S

2

C

sgn ( S

2

C )

2 I F

p

[ X ] :

Im F all eines Hauptideals ( � ) = ( X + Y

p

D ) mit X ; Y 2 k gilt

N (( � )) =

N ( � )

sgn N ( � )

=

X

2

� Y

2

D

sgn ( X

2

� Y

2

D )

:

8.5.2 Lemma

Ist a 2 I ( K ), und de�niert man das zu a konjugierte Ide al a durc h a := f � j � 2 a g , so gilt

a a = ( N ( a ))

und

N ( ab ) = N ( a ) N ( b )

f

•

ur alle b 2 I ( K ).

Beweis:

s. [A ], S.168. �

8.5.3 F olgerung

Ist A

+

= [ a ]

+

2 C

+

( K ) (bzw. A = [ a ] 2 C ( K )) eine (enge) Idealklasse, so ist die in v erse

Klasse ( A

+

)

� 1

bzw. A

� 1

gegeb en durc h [ a ]

(+)

.

Beweis:

Dies folgt sofort aus Lemma 8.5.2. �

8.5.4 Lemma

Ist p ein Primideal v on K , so existiert genau ein normiertes Primp olynom P 2 I F

p

[ X ] mit

p j ( P ). F

•

ur dieses P olynom P gilt dann N ( p ) = P bzw. N ( p ) = P

2

, je nac hdem, ob die

Kongruenz X

2

� D mo d P l

•

osbar ist o der nic h t.

Beweis:

s. [A ], S. 169/70. �
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8.5.5 Lemma

Ist a 2 I ( K ) ein gebro c henes Ideal und � 2 a , so gilt

N ( � )

N ( a )

2 I F

p

[ X ] :

Beweis:

Ist a 2 I ( K ), so existiert ein d 2 O

K

nf 0 g mit d a � O

K

. Ist � 2 a , so gilt d a j ( d� ),

und b eide Ideale sind ganz. Es existiert also ein b � O

K

mit d ab = ( d� ) und

N (( d )) N ( a ) N ( b ) = N (( d )) N (( � ) ) :

Da b � O

K

und N (( � )) = aN ( � ) f

•

ur ein a 2 I F

�

p

gilt, ist dann

N (( � ))

N ( a )

=

aN ( � )

N ( a )

= N ( b ) 2 I F

p

[ X ] :

�

8.6 Konstruktion einer Bijektion zwisc hen C

(+)

( K ) und F ( D ) = �

(+)

Wie zu Beginn angek

•

undigt, w ollen wir n un eine Bijektion zwisc hen den (engen) Idealklassen

eines reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers K = k (

p

D ) und den (engen)

•

Aquiv alenzklassen

v on F unktionen der Diskriminan te D k onstruieren.

Die sc hon in der

•

Ub ersc hrift gebrauc h te Bezeic hn ung �

(+)

bzw. C

(+)

( K ) wird hier b en utzt,

um zu v erdeutlic hen, da� wir so w ohl die w eite als auc h die enge

•

Aquiv alenz v on Idealklassen

bzw. F unktionen der Diskriminan te D b etrac h ten. Die eingeklammerten Bemerkungen { v or

allem im Bew eis des Satzes 8.6.3 { b eziehen sic h dann immmer auf die Betrac h tung der engen

Klassenein teilung.

Wir b etrac h ten die Abbildung

' : I ( K ) ! K

�

= �

(+)

mit ' ( a ) = ' ( < !

1

; !

2

> ) := [

!

2

!

1

], w ob ei ( !

1

; !

2

) 2 K

2

eine (orien tierte) Basis v on a 2 I ( K )

sei.

Obige Abbildung ist w ohlde�niert, d.h. unabh

•

angig v on der W ahl der Basis v on a , denn es

gilt das

8.6.1 Lemma

Sind ( !

1

; !

2

), ( !

�

1

; !

�

2

) 2 K

2

zw ei Basen v on a 2 I ( K ) mit

�

!

�

1

!

�

2

�

= T

�

!

1

!

2

�

und T =

�

� �


 �

�

2 GL(2; I F

p

[ X ]), so ist

!

�

:=

!

�

2

!

�

1

=

�

� 


� �

�

� !

mit ! :=

!

2

!

1

, also !

�

� ! .
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Beweis:

!

�

=

!

�

2

!

�

1

=


 !

1

+ � !

2

�!

1

+ � !

2

=


 + �

!

2

!

1

� + �

!

2

!

1

:

�

Hieraus ergibt sic h sofort die

8.6.2 F olgerung

Sind ( !

1

; !

2

), ( !

�

1

; !

�

2

) 2 K

2

zw ei orien tierte Basen v on a 2 I ( K ), so ist !

�

�

+

! , denn die

•

Ub ergangsmatrix zwisc hen zw ei orien tierten Basen ist ein Elemen t v on SL (2; I F

p

[ X ]).

8.6.3 Satz

' induziert eine Abbildung

� : C

(+)

( K ) ! F ( D ) = �

(+)

mit �([ < !

1

; !

2

> ]) := [

!

2

!

1

].

Diese Abbildung ist bijektiv, und ist u 2 O

K

ein Elemen t mit � ( N ( u )) = � 1, so ist

	 : F ( D ) = �

(+)

! C

(+)

( K )

"

W =

B +

p

D

2 C

#

7! [ u

W

< 2 C ; B +

p

D > ]

mit

u

W

:=

(

1 ; falls (2 C ; B +

p

D ) orien tiert,

u; falls (2 C ; B +

p

D ) nic h t orien tiert.

ihre Umk ehrabbildung.

Das Elemen t u

W

w erde nat

•

urlic h n ur f

•

ur den F all 	 : F ( D ) = �

+

! C

+

( K ) b en utzt.

Beweis:

Zun

•

ac hst ist zu zeigen, da� f

•

ur zw ei (orien tierte) Basen ( !

1

; !

2

), ( !

0

1

; !

0

2

) 2 K

2

mit

< !

1

; !

2

> �

(+)

< !

0

1

; !

0

2

> auc h

!

2

!

1

�

(+)

!

0

2

!

0

1

gilt.

Es gibt also ein � 2 K

�

( � ( N ( � )) = 1) mit

< !

1

; !

2

>< !

0

1

; !

0

2

>

� 1

= ( � ) :

Aus Lemma 8.4.4 (i) folgt dann, da� ( �!

0

1

; �!

0

2

) eine Basis v on < !

1

; !

2

> ist, w elc he

im F all � ( N ( � )) = 1 nac h Lemma 8.4.4 (ii) orien tiert ist. Aus Lemma 8.6.1 bzw.

F olgerung 8.6.2 ergibt sic h dann

!

2

!

1

�

(+)

!

0

2

!

0

1

:

F

•

ur die W ohlde�niertheit der Umk ehrabbildung ist folgende Implik ation zu zeigen:

W

0

�

(+)

W ) u

W

0
< 2 C

0

; B

0

+

p

D > �

(+)

u

W

< 2 C ; B +

p

D > :

Dazu sei

W

0

=

�W + �


 W + �

=

� ( B +

p

D ) + � 2 C


 ( B +

p

D ) + � 2 C
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mit T :=

�

� �


 �

�

2 GL(2; I F

p

[ X ]) bzw. 2 SL (2; I F

p

[ X ]). De�niert man

�

!

0

1

!

0

2

�

:=

u

W

0
( B

0

+

p

D )

� ( B +

p

D ) + � 2 C

 


 ( B +

p

D ) + � 2 C

� ( B +

p

D ) + � 2 C

!

= u

W

0

�

2 C

0

B

0

+

p

D

�

und

�

!

1

!

2

�

:=

�

� 


� �

�

�

u

W

� 2 C

u

W

( B +

p

D )

�

;

so ist ( !

0

1

; !

0

2

) eine (orien tierte) Basis v on u

W

0

< 2 C

0

; B

0

+

p

D > und ( !

1

; !

2

) eine

(orien tierte) Basis v on u

W

< 2 C ; B +

p

D > mit

�

!

0

1

!

0

2

�

=

u

W

0
u

� 1

W

( B

0

+

p

D )

� ( B +

p

D ) + � 2 C

�

!

1

!

2

�

:

Mit � :=

u

W

0

u

� 1

W

( B

0

+

p

D )

� ( B +

p

D )+ � 2 C

folgt aus Lemma 8.4.4 (ii) im F alle der Orien tiertheit der

Basen die Eigensc haft � ( N ( � )) = 1 und somit

< !

0

1

; !

0

2

> �

(+)

< !

1

; !

2

> :

W eiterhin gilt

�(	([

B +

p

D

2 C

])) = �([ u

W

< 2 C ; B +

p

D > ]) =

"

u

W

( B +

p

D )

u

W

2 C

#

=

"

B +

p

D

2 C

#

:

Zur Surjektivit

•

at v on 	 sei a = < !

1

; !

2

> ein Ideal mit einer (orien tierten) Basis

( !

1

; !

2

) 2 K

2

. Dann de�nieren wir

C :=

a

!

1

;!

2

N ( !

1

)

N ( a )

; A :=

a

!

1

;!

2

N ( !

2

)

N ( a )

und B :=

a

!

1

;!

2

( !

1

!

2

+ !

1

!

2

)

N ( a )

mit a

!

1

;!

2

2 I F

�

p

wie in De�nition 8.5.1. Es gilt dann

B

2

� 4 AC =

( !

1

!

2

� !

1

!

2

)

2

N ( a )

2

= D :

Da w egen Lemma 8.5.5 A; C 2 I F

p

[ X ] gilt, folgt aus B

2

� 4 AC = D 2 I F

p

[ X ] auc h

B 2 I F

p

[ X ]. W eiterhin rec hnet man nac h, da�

B +

p

D

2 C

=

!

2

!

1

ist.

Um 	([

B +

p

D

2 C

]) = [ < !

1

; !

2

> ] zu zeigen, stellen wir zun

•

ac hst fest, da� die Basis

(2 C ; B +

p

D ) w egen sgn

p

D = 1 genau dann orien tiert ist, w enn � ( C ) = 1 gilt.

In unserem F all gilt

� ( C ) = � ( N ( !

1

)) � ( a

!

1

;!

2

) � ( N ( a )) = � ( N ( !

1

)) � ( a

!

1

;!

2

) = � ( N ( !

1

)) ;

denn a

!

1

;!

2

2 I F

� 2

p

nac h De�nition 8.5.1 und aufgrund der Orien tiertheit der Basis

( !

1

; !

2

).
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Es ist also 	([

B +

p

D

2 C

]) = [ a ] = [ u

W

< 2 C ; B +

p

D > ] mit

u

W

=

(

u; falls � ( N ( !

1

)) = � 1 und

1 ; falls � ( N ( !

1

)) = 1.

Es gilt w eiterhin

< !

1

; !

2

> = (

N ( a )

2 a

!

1

;!

2

!

1

) < 2 C ; B +

p

D >

mit

� (

N ( a )

2 a

!

1

;!

2

!

1

) = � ( N ( !

1

)) ;

wie man leic h t nac hrec hnet.

Also ist in b eiden ob en genann ten F

•

allen a �

(+)

< !

1

; !

2

> , w as no c h zu zeigen w ar.

�

Diese Isomorphie bietet uns n un neb en Lemma 8.2.2 f

•

ur den reell-quadratisc hen F unktio-

nenk

•

orp er ein w eiteres Hilfsmittel zur Charakterisierung, w ann enge und w eite

•

Aquiv alenz-

klassen v on Idealen 2 I ( K ) bzw. F unktionen der Diskriminan te D zusammenfallen.

8.6.4 Satz

F

•

ur einen reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp er K = k (

p

D ) sind die folgenden Aussagen

•

aquiv alen t:

(i) Die engen und w eiten

•

Aquiv alenzklassen v on F unktionen der Diskriminan te D bzw. v on

Idealen aus I ( K ) fallen zusammen.

(ii) Es gilt �

�

( W ) = 2 � ( W ) f

•

ur alle reduzierten F unktionen W 2 F ( D ).

(iii) Zu jeder reduzierten F unktion W 2 F ( D ) existiert ein T 2 GL(2; I F

p

[ X ]) n SL (2; I F

p

[ X ])

mit W = T � W .

Beweis:

(i) ) (ii) Sei W 2 F ( D ) reduziert. Dann ist auc h

W

0

:=

(

g W ; falls sgn W = 1,

g

� 1

W ; falls sgn W = g

reduziert, und es gilt W � W

0

, denn

W

0

=

�

g

� 1

0

0 1

�

� W :

W egen (i) gilt auc h W

0

�

+

W , d.h. W und W

0

liegen nac h Satz 6.2.3 im

selb en Zyk el reduzierter Elemen te. Da W und W

0

sic h n ur um den F aktor g

� 1

un tersc heiden, m u� W

0

= W

�

0

= W o der W

0

= W

�

�

gelten. W egen W 6= W

0

und g

� 1

2 I F

�

p

n I F

�

2

p

folgt dann aus Satz 5.4.9

�

�

�

= 2 mit der Quadratp erio de �

�

der engen KBE auf De�nition 5.3.3.
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(ii) ) (iii) Sei W 2 F ( D ). In der engen KBE v on W ist W

�

�

6= W nac h V oraussetzung,

also gilt W

�

�

= W

0

, es existiert demnac h ein S 2 SL (2; I F

p

[ X ]) mit W

�

�

= S � W ,

also

W =

�

g

� 1

0

0 1

�

| {z }

=: S

0

S � W ;

w as mit T := S

0

S 2 GL(2; I F

p

[ X ]) n SL (2; I F

p

[ X ]) die Behauptung ist.

(iii) ) (i) Aufgrund der Isomorphie F ( D ) = �

(+)

' I ( K ) = �

(+)

reic h t es, die Aussage

W � Z ) W �

+

Z f

•

ur alle W ; Z 2 F ( D ) zu zeigen.

Sei also W � Z , d.h. es existiert ein S 2 GL(2; I F

p

[ X ]) mit W = S � Z . Ist

S 2 SL (2; I F

p

[ X ]), so sind wir fertig. Ist S =2 SL(2; I F

p

[ X ]), so w ei� man nac h

V oraussetzung, da� eine Matrix T 2 GL(2; I F

p

[ X ]) n SL (2; I F

p

[ X ]) existiert mit

W = T � W = T S � Z und T S 2 SL (2; I F

p

[ X ]), es gilt also W �

+

Z .

�

8.6.5 Beispiel

Es sei D = X

2

+ aX + b mit

1

4

a

2

� b 6= 0 wie in Beispiel 7.2.3 gew

•

ahlt. Ar tin stellte fest, da�

durc h Z

c

= c ([

p

D ] +

p

D ) ( c 2 I F

�

p

) alle Artin-reduzierten F unktionen gegeb en sind (s. [A ],

S.195).

Daraus folgt sofort, da� es n ur zw ei reduzierte F unktionen in K gibt, n

•

amlic h die F unktionen

Z = Z

1

2

und W = Z

g

2

aus Beispiel 7.2.3. Denn f

•

ur diese ist sgn Z ; sgn W 2 f 1 ; g g , und sie

sind o�ensic h tlic h im w eiteren Sinne

•

aquiv alen t. Es gilt somit h ( K ) = 1.

Aus Satz 8.6.4 zusammen mit den Beobac h tungen in 7.2.3 erh

•

alt man n un, da� in K enge und

w eite

•

Aquiv alenzklassen v on F unktionen genau dann zusammenfallen, w enn

1

4

a

2

� b =2 I F

� 2

p

gilt. Denn dann b estehen f

•

ur die b eiden einzigen reduzierten F unktionen Z ; W 2 K die

V erh

•

altnisse �

�

( Z ) = �

�

( Z ) = 2 � ( Z ) und �

�

( W ) = �

�

( W ) = 2 � ( W ). Es gilt demnac h 8.6.4

(ii).

In diesem F all ist h

+

( K ) = h ( K ) = 1. Man hat

Z = S

�

1

� g Z = S

�

1

� W = S

�

1

�

�

g

0

0

1

�

� Z ;

d.h. Z �

+

W , und mit

T := S

�

1

� (

g 0

0 1

) 2 GL(2; I F

p

[ X ]) n SL (2; I F

p

[ X ])

ist eine Matrix T der in (iii) b esc hrieb enen F orm mit Fixpunkt Z gefunden.

Ist hingegen

1

4

a

2

� b 2 I F

� 2

p

, so gilt h

+

( K ) = 2 h ( K ) = 2 :

8.6.6 De�nition

Ein Ideal a 2 I ( K ) hei�t (A rtin-)r e duziert , w enn es eine Basis ( !

1

; !

2

) b esitzt, deren zu-

geh

•

orige F unktion

!

2

!

1

2 F ( D ) (Artin-)reduziert ist.

Aus der Endlic hk eit der (Artin-)reduzierten F unktionen aus F ( D ) (s. Satz 6.1.2) zusammen

mit der ob en de�nierten Bijiektion folgt sofort der
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8.6.7 Satz

Es gibt n ur endlic h viele (A-)red. Ideale, und jedes Ideal a ist (eng)

•

aquiv alen t zu einem

(A-)red. Ideal.

Insb esondere hab en wir nac h Satz 6.2.4 (iii) erneut gezeigt, da� die (enge) Klassenzahl

h

(+)

( K ) endlic h ist.

8.6.8 Lemma

Ein Ideal a = < 2 C ; B +

p

D > ist A-red. genau dann, w enn j N ( a ) j = j 4 C j = j C j < j

p

D j gilt.

Beweis:

" ( " Dies folgt aus der Reduziertheitsb edi ngung in [A], S. 194.

" ) " Existiert eine Basis (2 C

0

; B

0

+

p

D ) v on a , deren zugeh

•

orige F unktion reduziert

ist, so gilt j C

0

j < j

p

D j . Es ist ab er w eiterhin

�

2 C

B +

p

D

�

=

�

� �


 �

�

�

2 C

0

B

0

+

p

D

�

mit

�

� �


 �

�

2 GL(2; I F

p

[ X ]). Hieraus folgt

j N ( < 2 C ; B +

p

D > ) j = j C

0

j < j

p

D j :

�

8.6.9 Lemma

Ist F 2 I F

p

[ X ], so existiert in jeder (engen o der auc h w eiten) Idealklasse ein ganzes Ideal a

mit ( a ; ( F )) = 1.

Beweis:

Es gen

•

ugt zu zeigen, da� in jeder (engen) Idealklasse ein Ideal a = < 2 C ; B +

p

D >

mit D = B

2

� 4 AC , A; B ; C 2 I F

p

[ X ] und ( C ; F ) = 1 existiert.

Es sei zun

•

ac hst a = < 2 C ; B +

p

D > ein ganzes Ideal, w elc hes aufgrund der Isomor-

phie I ( K ) = �

(+)

' C

(+)

( K ) in jeder (engen)

•

Aquiv alenzklasse existiert.

Ist n un ( C ; F ) = 1, so auc h ( a ; ( F )) = 1, und das Lemma ist b ewiesen.

Ist hingegen ( C ; F ) 6= 1, so zeigen wir, da� es Elemen te �; � ; 
 ; � 2 I F

p

[ X ] gibt, so

da� T =

�

� �


 �

�

2 SL (2; I F

p

[ X ]) gilt und mit

!

0

:= T �

B +

p

D

2 C

=

B

1

+

p

D

2 C

1

das P olynom

( � ) C

1

= (det T )

� 1

( A


2

+ B 
 � + C �

2

) ; (vgl. [A ], S. 176)

die Eigensc haft ( C

1

; F ) = 1 hat.

Setzt man


 :=

Y

P j F

P - C

P ; � :=

Y

P j F

P j C;P - A

P ;



T eil I I I. Klassenzahlformeln 43

w ob ei P die Prim teiler v on F durc hlaufe, so gilt ( 
 ; � ) = 1, d.h. zu 
 ; � 2 I F

p

[ X ]

existieren Elemen te �; � 2 I F

p

[ X ] mit �� � � 
 = 1.

Es ist dann T =

�

� �


 �

�

2 SL (2; I F

p

[ X ]). Ist

T �

B +

p

D

2 C

=

B

1

+

p

D

2 C

1

;

so bleibt no c h ( C

1

; F ) = 1 zu zeigen. Denn dann hat man

a

0

:= < 2 C

1

; B

1

+

p

D > �

+

a ;

mit ( a

0

; ( F )) = 1.

Dazu sei P 2 I F

p

[ X ] ein Prim teiler v on F .

(i) Gilt P - C , so gilt P j 
 und P - � . Also wird A


2

+ B 
 � v on P geteilt, nic h t

ab er C �

2

. Es folgt P - C

1

aus ( � ).

(ii) Gilt P j C , ab er P - A , so gilt P j � , P - 
 .

Daraus folgt P - A


2

, ab er P j ( B 
 � + C �

2

) und somit wieder P - C

1

nac h ( � ).

(iii) W erden so w ohl A als auc h C v on P geteilt, so k ann dies nic h t f

•

ur B gelten,

denn D ist quadratfrei (b eac h te: D = B

2

� 4 AC ). Es gilt also P - B 
 � , ab er

P j ( A


2

+ C �

2

), w oraus wieder P - C

1

folgt.

�

9 Zeta- und L-F unktionen quadratisc her F unktionenk

•

orp er

In [A] leitete Ar tin F ormeln f

•

ur die w eite Klassenzahl quadratisc her F unktionenk

•

orp er

her. Er b en utzte hierf

•

ur ein quadratisc hes Restsym b ol in I F

p

[ X ], w elc hes ein Analogon zum

Legendre-Sym b ol in Z Z darstellt. Wir erw eitern in diesem Kapitel zun

•

ac hst das Restsym b ol,

w elc hes v on Ar tin n ur f

•

ur normierte P olynome im Nenner de�niert wurde, auf b eliebige

Primp olynome. Zum Sc hlu� des Kapitels w erden die Ar tin sc hen Aussagen zu den Zeta-

F unktionen und den L-F unktionen quadratisc her F unktionenk

•

orp er zusammengefa�t und die

im Kapitel 12 b en

•

otigten F ormeln f

•

ur die w eiten Klassenzahlen zitiert.

9.1 Das quadratisc he Restsym b ol

9.1.1 De�nition

Das R estsymb ol in I F

p

[ X ] de�nieren wir f

•

ur b eliebige D 2 I F

p

[ X ] und irreduzible P olynome

P 2 I F

p

[ X ] durc h

�

D

P

�

=

8

>

>

<

>

>

:

0 ; falls P j D ,

1 ; falls P - D und X

2

� D mo d P l

•

osbar,

� 1 ; falls P - D und X

2

� D mo d P nic h t l

•

osbar.

Dieses Sym b ol ist das I F

p

[ X ]-Analogon des Legendre-Sym b ols

�

d

p

�

f

•

ur Zahlen d 2 Z Z und

Primzahlen p und liefert Aussagen

•

ub er das Zerlegungsv erhalten v on Primfunktionen in qua-

dratisc hen F unktionenk

•

orp ern.
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9.1.2 Lemma

Es sei D 2 I F

p

[ X ] quadratfrei und P 2 I F

p

[ X ] irreduzib el und normiert. Dann gilt:

�

D

P

�

= 0 , ( P ) = p

2

in O

K

v erzw eigt mit p = ( P ;

p

D ).

�

D

P

�

= 1 , ( P ) = p p in O

K

m. p 6= p zerlegt mit p = ( P ; B +

p

D ) ( B

2

� D mo d P ).

�

D

P

�

= � 1 , ( P ) = p = ( P ; P

p

D ) in O

K

tr

•

age.

In den ersten b eiden F

•

allen ist N ( p ) = P , im letzten F all gilt N ( p ) = P

2

.

Beweis:

[A], S. 171 und Lemma 8.5.4. �

Setzt man dieses Restsym b ol k anonisc h im Nenner auf alle N 2 I F

p

[ X ] fort, so erh

•

alt man

ein F unktionenk

•

orp er-Analogon zum Jacobi-Sym b ol f

•

ur teilerfremde ganze Zahlen.

9.1.3 Satz

F

•

ur teilerfremde M ; N 2 I F

p

[ X ] und N = P

1

� : : : � P

r

mit irreduziblen P olynomen P

i

2 I F

p

[ X ]

sc hreib en wir

�

M

N

�

:=

r

Y

i =1

�

M

P

i

�

:

Dieses Sym b ol b esitzt folgende Eigensc haften:

(i)

�

M

1

N

� �

M

2

N

�

=

�

M

1

M

2

N

�

:

(ii) M

1

� M

2

mo d N )

�

M

1

N

�

=

�

M

2

N

�

.

(iii) Aus N

1

� N

2

mo d M folgt i.a. nic h t

h

M

N

1

i

=

h

M

N

2

i

.

(iv)

h

�

M

i

= � ( � )

grad M

f

•

ur � 2 I F

�

p

und M 2 I F

p

[ X ].

( Er g

•

anzungssatz )

(v) Es ist

�

M

N

�

=

�

N

M

�

� ( � 1)

grad M � grad N

� ( M )

grad N

� ( N )

grad M

f

•

ur teilerfremde M ; N 2 I F

p

[ X ].

( R ezipr ozit

•

atsgesetz )

(vi) Ist M 2 I F

p

[ X ] n I F

p

[ X ]

2

, und durc hl

•

auft N ein v ollst

•

andiges primes Restsystem mo d

M , so gilt

X

( N ;M )=1

�

N

M

�

= 0 :
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Beweis:

Bis auf (iii) �nden sic h alle Bew eise in [A], S. 204�.

Hier liefert ab er sc hon

�

X

X � 1

�

= 1 6= � 1 =

�

X

2 X � 1

�

im F all p = 3 ein Beispiel f

•

ur die gemac h te Aussage.

Ar tin b ewies (i),(ii) und (iv)-(vi) f

•

ur das Restsym b ol mit normierten P olynomen

im Nenner. Sie gelten ab er nac h De�nition 9.1.1 auc h f

•

ur nic h t-normierte P olynome.

Lediglic h b eim Reziprozit

•

atsgesetz (v) m

•

ussen im V ergleic h mit dem in [A] genann-

ten die F aktoren � ( M )

grad N

und � ( N )

grad M

erg

•

anzt w erden. Ansonsten v erlaufen

alle Bew eise wie in [A]. �

9.1.4 De�nition

F

•

ur n � 0 und quadratfreies D 2 I F

p

[ X ] de�niert man

�

n

( D ) :=

X

j F j = p

n

�

D

F

�

;

w ob ei

•

ub er alle normierten F unktionen F 2 I F

p

[ X ] summiert wird.

9.1.5 Prop osition

(i) Ist D 2 I F

p

[ X ] quadratfrei und D 6= g , so gilt �

n

( D ) = 0 f

•

ur alle n � grad D .

(ii) Ist � 2 I F

�

p

mit � ( � ) = � 1, so gilt

�

n

( � D ) = ( � 1)

n

�

n

( D )

f

•

ur alle n � 0.

(iii) Ist K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so gilt

grad D � 1

X

n =0

�

n

( D ) = 0 :

Beweis:

Diese Aussagen w erden s

•

am tlic h in [A], S. 206 und 210�. b ewiesen. �

Wie aus Satz 9.1.3 (iii) zu ersehen, gilt f

•

ur zw ei normierte mo dulo einer F unktion M 2 I F

p

[ X ]

k ongruen te F unktionen N

1

; N

2

2 I F

p

[ X ] i.a. nic h t

h

M

N

1

i

=

h

M

N

2

i

.

In sp eziellen F

•

allen w erden wir jedo c h eine F unktion mit dieser Eigensc haft b en

•

otigen. Die

folgende auf I F

p

[ X ] de�nierte F unktion leistet un ter einer unerheblic hen Zusatzv oraussetzung

das V erlangte.
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9.1.6 De�nition

F

•

ur D 2 I F

p

[ X ] de�nieren wir die F unktion  

D

auf I F

p

[ X ] durc h

 

D

( M ) :=

"

( � 1)

grad D

D

M

#

f

•

ur M 2 I F

p

[ X ].

9.1.7 Lemma

Ist D 2 I F

p

[ X ] normiert, so gilt

 

D

( M ) =  

D

( N )

f

•

ur alle M ; N 2 I F

p

[ X ] mit M � N mo d D und � ( M ) = � ( N ).

Beweis:

Sind M � N mo d D und � ( M ) = � ( N ), so gilt

 

D

( M ) =

"

( � 1)

grad D

D

M

#

9.1.3 (iv)

= � ( � 1)

grad D � grad M

�

D

M

�

9.1.3 (v), D norm.

= � ( � 1)

grad D � grad M � 2

� ( M )

grad D

�

M

D

�

9.1.3 (ii)

= � ( M )

grad D

�

N

D

�

9.1.3 (v)

= � ( M )

grad D

� ( N )

grad D

� ( � 1)

grad D � grad N

�

D

N

�

=

"

( � 1)

grad D

D

N

#

;

w as die Behauptung w ar. �

9.2 Zeta- und L-F unktionen quadratisc her F unktionenk

•

orp er

9.2.1 De�nition

Die Zeta-F unktion Z

K

( s ) eines quadratisc hen F unktionenk

•

orp ers K = k (

p

D ) wird de�niert

durc h

Z

K

( s ) :=

X

a

1

j N ( a ) j

s

=

X

A 2 C ( K )

X

a 2 A

1

j N ( a ) j

s

=

X

A 2 C ( K )

Z ( s; A )

mit

Z ( s; A ) :=

X

a 2 A

1

j N ( a ) j

s

:

Hierb ei durc hl

•

auft a alle ganzen O

K

-Ideale, bzw. alle ganzen Ideale aus der w eiten Idealklasse

A 2 C ( K ).
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9.2.2 Satz

Es gilt

Z

K

( s ) =

X

a

1

j N ( a ) j

s

=

Y

p

�

1 �

1

j N ( p ) j

s

�

� 1

;

w ob ei p alle Primideale v on K durc hlaufe. So w ohl die Reihe als auc h das Pro dukt k on v ergieren

absolut und gleic hm

•

a�ig auf Re s � 1 + � ( � > 0), eb enso wie die Reihe Z ( s; A ) =

P

a 2 A

1

j N ( a ) j

s

f

•

ur A 2 C ( K ).

Beweis:

Wir zeigen zun

•

ac hst die absolute und gleic hm

•

a�ige Kon v ergenz des Pro dukts auf

Re s � 1 + � mit � > 0. Die Gleic hheit v on Reihe und Pro dukt und die Kon v er-

genz der Reihe zeigt man dann wie im Zahlk

•

orp erfall, indem man die eindeutige

Primidealzerlegung im Dedekindring O

K

b en utzt.

Ist p nac h Lemma 8.5.4 ein T eiler der normierten Primfunktion P , so ist j N ( p ) j � j P j ,

und zu jedem P geh

•

oren h

•

oc hstens zw ei Primideale.

F

•

ur Re s � 1 + � ist demnac h

X

p

�

�

�

�

1

j N ( p ) j

s

�

�

�

�

�

X

P

P normiert

2

j P j

Re s

< 2

X

F

sgn F =1

1

j F j

1+ �

:

Sortiert man n un nac h Graden der F unktionen F , so erh

•

alt man jew eils p

�

F unktio-

nen F 2 I F

p

[ X ] v om Grad � mit sgn ( F ) = 1, und es ergibt sic h die Absc h

•

atzung

X

p

�

�

�

�

1

j N ( p ) j

s

�

�

�

�

< 2

1

X

� =0

p

�

p

� (1+ � )

= 2

1

X

� =0

p

� � �

< 1 ;

w as die Behauptung w ar.

Die Reihe Z ( s; A ) ist f

•

ur jedes A 2 C ( K ) eine T eilreihe v on Z

K

( s ). Sie k on v ergiert

also eb enfalls gleic hm

•

a�ig absolut auf Re s � 1 + � f

•

ur � > 0. �

Die folgenden S

•

atze fassen diejenigen Ar tin sc hen Aussagen

•

ub er die Zeta-F unktionen, die

L-F unktionen und die Berec hn ung der w eiten Klassenzahlen quadratisc her F unktionenk

•

orp er

zusammen, w elc he wir in T eil V b en utzen w erden. Zu den Bew eisen sei auf [A ], S.207�.

v erwiesen.

9.2.3 Satz

Die Zetafunktion Z

K

( s ) eines quadratisc hen Zahlk

•

orp ers K = k (

p

D ) b esitzt die Darstellung

Z

K

( s ) = Z

k

( s ) L

D

( s )

mit

Z

k

( s ) =

1

1 � p

� ( s � 1)

und

L

D

( s ) =

X

( D ;F )=1

�

D

F

�

j F j

� s

=

Y

( D ;P )=1

�

1 �

�

D

P

�

j P j

� s

�

� 1

=

1

X

n =0

�

n

( D )

p

ns

:
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Die Summen erstrec k en sic h dab ei

•

ub er normierte F unktionen aus I F

p

[ X ]. Aus Prop osition

9.1.5 (i) erh

•

alt man demnac h

Z

K

( s ) =

1

1 � p

� ( s � 1)

grad D � 1

X

n =0

�

n

( D )

p

ns

:

Ist K = k (

p

g ), D = g 2 I F

�

p

n I F

� 2

p

, so ist �

n

( g ) = p

n

( � 1)

n

, also

Z

K

( s ) =

1

1 � p

� ( s � 1)

1

1 + p

� ( s � 1)

=

1

1 � p

� 2( s � 1)

und

L

g

( s ) =

1

1 + p

� ( s � 1)

:

9.2.4 Satz

Die F unktion Z

K

( s ) ist p erio disc h mit der P erio de

2 � i

log p

und holomorph auf ganz C I bis auf

einfac he P ole an den Stellen s = 1 +

2 � ik

log p

( k 2 Z Z ) mit den Residuen

lim

s ! 1

( s � 1) Z

K

( s ) =

1

log p

L

D

(1) =

1

log p

grad D � 1

X

n =0

�

n

( D )

p

n

:

Ist K = k (

p

D ) eine reell-quadratisc he Erw eiterung und K

0

= k (

p

g D ), so gilt

Z

K

( s +

� i

log p

) =

1 � p

� ( s � 1)

1 + p

� ( s � 1)

Z

K

0

( s ) :

F erner liegen die Nullstellen der F unktion Z

K

( s ) b ei s =

2 k � i

log p

und die der F unktion Z

K

0

( s )

b ei s =

(2 k +1) � i

log p

f

•

ur k 2 Z Z .

9.3 Klassenzahlformeln

9.3.1 Satz

(i) Ist K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, �

0

2 O

�

K

seine Grundeinheit,

R

K

= grad �

0

sein Regulator und Q

K

sein

•

Aquiv alenzindex, so gilt f

•

ur die Klassenzahlen

h ( K ) und h

+

( K ) die Iden tit

•

at

h ( K ) =

1

Q

K

h

+

( K ) = �

1

R

K

grad D � 1

X

n =1

n�

n

( D ) :

(ii) Ist K = k (

p

D ) ein imagin

•

ar-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so ist

h ( K ) =

grad D � 1

X

n =0

�

n

( D ) = L

D

(0) :
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9.3.2 Satz

Es sei K = k (

p

D ) ein quadratisc her F unktionenk

•

orp er und (im reellen F all) R

K

sein Regu-

lator.

De�niert man

� :=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

2 ; falls D = g ,

2

p

j D j

p +1

; falls D 6= g und grad D gerade ( K imagin

•

ar),

q

j D j

p

; falls grad D ungerade ( K imagin

•

ar) und

p

j D j

( p � 1) R

K

; falls grad D gerade ( K reell),

so gilt

h ( D ) := h ( K ) = �L

D

(1) :



T eil IV

Gesc hlec h tertheorie

In diesem T eil der Arb eit wird ein Gro�teil der Ergebnisse v on Za gier zur Gesc hlec h tertheo-

rie im Zahlk

•

orp er aus [Zag2 ], S.108�. auf quadratisc he F unktionenk

•

orp er

•

ub ertragen. Ein

zen traler Punkt ist hierb ei die v ollst

•

andige Bestimm ung aller Gesc hlec h tsc haraktere quadra-

tisc her F unktionenk

•

orp er.

Wie Za gier b etrac h ten auc h wir n ur die Gesc hlec h ter der engen Klassengrupp e.

Ergebnisse hinsic h tlic h der w eiten Klassenein teilu ng �ndet man b ei Zhang ([Zh]), w elc her

am bige w eite Klassen und den 2-Rang der w eiten Klassengrupp e v on quadratisc hen F unktio-

nenk

•

orp ern un tersuc h te. Diese Aussagen w erden wir an sp

•

aterer Stelle no c h einmal aufgreifen

und um einige Ergebnisse, w elc he wir aus den Un tersuc h ungen der engen Klassen f

•

ur die w ei-

ten Klassen erhalten, erg

•

anzen.

10 Am bige Ideale und Idealklassen

10.1 De�nition und Eigensc haften

10.1.1 De�nition

Es sei K = k (

p

D ) ein quadratisc her F unktionenk

•

orp er.

Eine enge Idealklasse A 2 C

+

( K ) hei�t ambig , falls A = A .

Ein Ideal a 2 I ( K ) hei�t ambig , falls a ganz ist und a = a gilt.

Wir nennen eine am bige Klasse A r e gul

•

ar , w enn sie ein am biges Ideal en th

•

alt, ansonsten hei�e

sie irr e gul

•

ar .

10.1.2 Lemma

(i) Ist

D = g

j

P

1

� : : : � P

s

mit j 2 f 0 ; 1 g die Zerlegung der quadratfreien F unktion D in normierte Primp olynome

P

i

f

•

ur i = 1 ; : : : ; s , und demnac h P

i

= p

2

i

in K = k (

p

D ), so gibt es genau 2

s

primitiv e

am bige Ideale gegeb en durc h

a = p

�

1

1

� : : : � p

�

s

s

( �

i

2 f 0 ; 1 g ) :

(ii) Ist A 2 C

+

( K ) eine regul

•

are am bige Klasse, so en th

•

alt A ein primitiv es am biges Ideal.

Beweis:

(i) Ist a ein ganzes primitiv es am biges Ideal, so ist a zun

•

ac hst einmal durc h k ein

Primideal p = ( P ) mit P tr

•

age teilbar, denn sonst w

•

are a w egen P j a nic h t

primitiv. Es sei also

a =

k

Y

i =1

p

r

i

i

l

Y

j =1

q

s

j

j

mit p

i

( i = 1 ; : : : ; k ) v erzw eigt und q

j

( j = 1 ; : : : ; l ) zerlegt.
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Dann m u� w egen

a = a =

k

Y

i =1

p

i

r

i

l

Y

j =1

q

j

s

j

s

j

= 0 f

•

ur j = 1 ; : : : ; l gelten, denn sonst w

•

urden ein j 2 f 1 ; : : : ; l g und ein

Primp olynom P 2 I F

p

[ X ] existieren mit ( P ) = q

j

q

j

j a = a , w as wieder aufgrund

der Primitivit

•

at v on a nic h t m

•

oglic h ist. Aus dem selb en Grund k

•

onnen die

v erzw eigten Primideale p

i

f

•

ur i = 1 ; : : : ; k auc h h

•

oc hstens in der ersten P o-

tenz in a aufgehen, d.h. es m u� r

i

� 1 gelten f

•

ur alle i 2 f 1 ; : : : ; k g , w as die

Behauptung w ar.

(ii) Ist A 2 C

+

( K ) regul

•

ar, so en th

•

alt A ein am biges Ideal a � O

K

. Ist a nic h t

primitiv, et w a a = ( S ) b mit einem primitiv en Ideal b � O

K

und S 2 I F

p

[ X ],

so ist b = (

1

S

) a 2 A w egen � ( N (

1

S

)) = � (

1

S

2

) = 1. A en th

•

alt also ein primitiv es

Ideal.

�

10.1.3 Lemma

Ist � 2 K

�

mit N ( � ) = 1, so existiert ein Elemen t � 2 O

K

mit

� =

�

�

:

In dieser Darstellung ist der W ert � ( N ( � )) 2 f� 1 g eindeutig b estimm t.

Beweis:

Ist � = � 1 und K = k (

p

g

j

D ) mit j 2 f 0 ; 1 g , so leistet � :=

p

g

j

D das V erlangte.

Ist hingegen � 6= � 1, so w

•

ahlt man F 2 I F

p

[ X ] so, da� � := F � ( � + 1) 2 O

K

gilt.

Es ist dann

�

�

=

� + 1

� + 1

= �

� + 1

� � + �

= �

� + 1

� + 1

= �:

Ist �

0

ein w eiteres Elemen t mit � =

�

0

�

0

, so gilt � �

0

= � �

0

= A 2 k , d.h. es ist

� ( N ( � )) = � ( A

2

� N ( �

0

)

� 1

) = � ( N ( �

0

)). Daher ist � ( N ( � )) zu gegeb enem � mit

N ( � ) = 1 eindeutig b estimm t. �

Es stellt sic h n un die F rage, ob es

•

ub erhaupt enge am bige Klassen ohne am biges Ideal (also

irregul

•

are am bige Klassen) gibt.

In quadratisc hen Zahlk

•

orp ern Q I (

p

d ) ist dies nic h t der F all, dort en th

•

alt jede enge am bige

Klasse auc h ein am biges Ideal (s. [Zag2 ], S.117), ist also regul

•

ar.

Im reell- bzw. imagin

•

ar-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ern k

•

onnen ab er auc h irregul

•

are enge

am bige Klassen auftreten.

F

•

ur den reell-quadratisc hen F all l

•

a�t sic h diesb ez

•

uglic h feststellen:

10.1.4 Satz

Es sei K ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er mit der Grundeinheit �

0

2 O

�

K

. Dann sind

•

aquiv alen t:

(i) Es existiert eine irregul

•

are am bige Klasse.

(ii) Es gilt � ( � 1) = 1, N ( �

0

) = 1 und � ( �

0

) = 1.
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Beweis:

" ( " Um zu b ew eisen, da� un ter den obigen V oraussetzungen eine irregul

•

are am bige

Klasse existiert, n utzt man aus, da� es nac h Lemma 4.1.6 im reell-quadratisc hen

K

•

orp er immer ein Elemen t u 2 O

K

mit � ( N ( u )) = � 1 gibt.

A

0

:= [( u )] ist dann w egen A

2

0

= [( u

2

)] = 1 am big. En thielte diese am bige

Idealklasse ein am biges Ideal a , so w

•

are a = ( u )( � ) mit � ( N ( � )) = 1 und

( u )( � ) = ( u )( � ) :

Es w

•

urde demnac h ein � 2 O

�

K

existieren mit

u�� = u�;

und hierb ei w

•

are dann not w endigerw eise N ( � ) = 1.

Betrac h tet man

u u � �� = N ( u ) N ( � ) � = u

2

�

2

mit � ( N ( u )) = � 1 = � � ( N ( � )), so folgt aus dieser Gleic h ung � ( � ) = � 1.

Nac h Satz 4.2.2 b esitzt � die Darstellung � = a � �

k

0

mit a 2 I F

�

p

und k 2 Z Z .

W egen N ( � ) = 1 = a

2

N ( �

0

)

k

= a

2

ist a = � 1, also � = � �

k

0

.

Aus � ( �

0

) = 1 und � ( � 1) = 1 erh

•

alt man dann

� ( � ) = � ( � �

k

0

) = � ( � 1) � ( �

0

)

k

= 1 :

Dies ist ein Widerspruc h zu � ( � ) = � 1. A

0

en th

•

alt also k ein am biges Ideal.

" ) " F

•

ur diese Ric h tung b ew eisen wir, da� in den F

•

allen N ( �

0

) = g bzw. N ( �

0

) = 1

und � ( � 1) = � 1 bzw. � ( � 1) = 1 und � ( �

0

) = � 1 jede am bige Klasse auc h ein

am biges Ideal en th

•

alt.

Ist A = A eine am bige Klasse und a 2 A ganz, dann existiert ein � 2 K mit

� ( N ( � )) = 1 und

( � ) a = a :

Es m u� also N (( � )) = c

2

N ( � ) = 1 sein mit einem c 2 I F

p

. Nac h Lemma 10.1.3

existiert dann ein � 2 O

K

mit

c� =

�

�

:

Wir un tersc heiden n un die folgenden F

•

alle:

I. Ist � ( N ( � )) = 1, so ist

( � ) a =

�

c

� 1

�

�

�

a =

�

�

�

�

a = a ;

d.h. ( � ) a = ( � ) a 2 A ist ein am biges Ideal.

I I. Ist � ( N ( � )) = � 1, so b etrac h ten wir no c h einmal drei F

•

alle:

(1) Ist N ( �

0

) = g so de�niert man � := �

0

� und erh

•

alt

�

�

�

�

a = ( cg

� 1

�

2

0

� ) a = ( � ) a = a ;

w eshalb ( � ) a = ( � ) a w egen � ( N ( � )) = 1 ein am biges Ideal in A ist.
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(2) Ist � ( � 1) = � 1, so de�nieren wir � := �

p

D und erhalten somit wieder

(

�

�

) = ( � � ) = ( � ), w as uns wie im F all (1) das Ideal ( � ) a als am biges

Ideal in A liefert.

(3) Ist � ( � 1) = 1, ab er �

0

=

�

�

mit � ( N ( � )) = � ( �

0

) = � 1, so w

•

ahlt man

� := �� . Es gilt (

�

�

) = ( �

0

� ) = ( � ) und ( � ) a 2 A ist am big.

�

10.1.5 Lemma

Ist K ein quadratisc her F unktionenk

•

orp er und A

0

2 C

+

( K ) eine irregul

•

are enge am bige

Klasse, so erh

•

alt man alle irregul

•

aren engen am bigen Klassen in der F orm A

0

A , w ob ei A alle

regul

•

aren engen am bigen Klassen durc hl

•

auft.

Beweis:

Ist A

1

6= A

0

und A

1

eine irregul

•

are enge am bige Klasse, dann existieren Ideale

a

0

2 A

0

und a

1

2 A

1

mit

( �

0

) a

0

= a

0

; ( �

1

) a

1

= a

1

und � ( N ( �

i

)) = 1, ab er

�

i

= d

i

�

i

�

i

mit d

i

2 I F

�

p

und � ( N ( �

i

)) = � 1 f

•

ur i = 0 ; 1. W

•

are n

•

amlic h � ( N ( �

i

)) = 1 f

•

ur ein

i 2 f 0 ; 1 g , so en thielte die Klasse A

i

das am bige Ideal ( �

i

) a

i

. Nun gilt ab er

a

0

a

1

( �

0

�

1

) = ( a

0

a

1

) ;

w omit man a

0

a

1

( �

0

�

1

) als am biges Ideal der Klasse A

0

A

1

iden ti�ziert h

•

atte. Es

ist also A := A

0

A

1

eine regul

•

are am bige Klasse, d.h. es gilt A

1

= A

� 1

0

A = A

0

A .

V ersc hiedene regul

•

are am bige Klassen A liefern ferner auc h durc h A

0

A v ersc hiedene

irregul

•

are am bige Klassen. En thielte n

•

amlic h A

0

A ein am biges Ideal a

0

a mit a

0

2 A

0

und a 2 A , so w

•

urde ein � 2 O

K

mit � ( N ( � )) = 1 und ein am biges Ideal a

0

2 A

existieren mit

a

0

a = a

0

( � ) a

0

= a

0

( � ) a

0

:

Demnac h w

•

are w egen a

0

= a

0

das Ideal ( � ) a

0

2 A

0

am big, w as nic h t sein k ann. �

10.2 Die Anzahl der am bigen Klassen im reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp er

10.2.1 Satz

Es sei K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er mit einem normierten und qua-

dratfreien D = P

1

� : : : � P

s

v on geradem Grad. Dann gibt es genau 2

s � 1

enge am bige Klassen.

Beweis:

Im F all N ( �

0

) = g mit � ( g ) = � 1 fallen enge und w eite Klassen zusammen. Man

w ei� dann nac h [Zh], S. 427, da� es 2

s � 1

am bige Klassen gibt.

Es sei N ( �

0

) = 1 und �

0

=

�

�

mit � 2 O

K

. Ist n un ( � ) = ( � ) mit � 2 O

K

nf 0 g ein

am biges Hauptideal, so existiert ein � 2 O

�

K

mit N ( � ) = 1 und � = � � . Nac h Satz
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4.2.2 und w egen N ( � ) = 1 k ann man � sc hreib en als � = � �

k

0

mit einem k 2 Z Z und

der Grundeinheit �

0

v on K . Es folgt

�

�

= � �

k

0

= �

�

k

�

k

mit k 2 Z Z . Es ist dann

�

�

k

= �

�

�

k

:

Da � 2 O

K

gelten soll ist demnac h ( � ) = ( F �

k

) o der ( � ) = ( F �

k

p

D ) mit einem

F 2 I F

p

[ X ] und k 2 I N.

W egen �

0

=

�

�

ist ( � ) = ( � ) und somit ( �

2

) = ( N ( � )).

W egen � 2 O

K

gilt N ( � ) 2 I F

p

[ X ]. (1) und (

p

D ) sind o�ensic h tlic h { da D qua-

dratfrei ist { primitiv e am bige Hauptideale. Wird zus

•

atzlic h � 2 O

K

so gew

•

ahlt, da�

es durc h k ein P olynom F 2 I F

p

[ X ] teilbar ist, so ist auc h ( � ) ein primitiv es am biges

Hauptideal, w elc hes v on (1) und (

p

D ) v ersc hieden ist. W

•

are n

•

amlic h ( � ) = (1), so

w

•

are � 2 O

�

K

= I F

�

p

� < �

0

> , also

�

0

=

�

�

=

a�

k

0

a�

� k

0

= �

2 k

0

f

•

ur ein a 2 I F

�

p

und ein k 2 Z Z . Dies ist ab er ein Widerspruc h zu j �

0

j > 1. W

•

are

( � ) = (

p

D ), so w

•

urden ein a 2 I F

�

p

und ein k 2 Z Z existieren mit � = a�

k

0

p

D , also

� ( �

p

D )

�

p

D

= � �

0

= �

2 k

0

;

wiederum ein Widerspruc h. Zu ( �

p

D ) hingegen existiert ein P olynom F 2 I F

p

[ X ]

und ein primitiv es am biges Hauptideal ( � ) mit � 2 O

K

und ( �

p

D ) = ( F )( � ). Wie

ob en zeigt man ( � ) =2 f (1) ; (

p

D ) ; ( � ) g .

Ist also ( � ) ein primitiv es am biges Hauptideal, so gilt ( � ) 2 A := f (1) ; (

p

D ) ; ( � ) ; ( � ) g .

Es handelt sic h somit b ei A um die Menge aller primitiv en am bigen Hauptideale.

F

•

ur unsere Zw ec k e b estimmen wir n un no c h die Menge A \ H

+

( K ) und un tersc heiden

dazu die folgenden F

•

alle.

(i) Ist � ( � 1) = 1 = � ( �

0

) = � ( N ( � )), so gilt � ( N (

p

D )) = � ( � D ) = 1 und

� ( N ( � )) = � ( N ( �

p

D )) = 1, also A � H

+

( K ).

(ii) Ist � ( � 1) = 1, ab er � ( �

0

) = � 1 = � ( N ( � )), so ist A \ H

+

( K ) = f (1) ; (

p

D ) g ,

da w eder ( � ) no c h ( �

p

D ) = ( F )( � ) in der engen Hauptidealklasse liegen.

(iii) Ist � ( � 1) = � 1 und � ( �

0

) = 1, so ist A \ H

+

( K ) = f (1) ; ( � ) g .

(iv) Gilt sc hlie�lic h � ( � 1) = � 1 = � ( �

0

), so ist A \ H

+

( K ) = f (1) ; ( � ) g .

Ist A n un eine regul

•

are am bige Klasse, so en th

•

alt A w egen Lemma 10.1.2 (ii) ein

primitiv es am biges Ideal a

0

.

In den obigen Bezeic hn ungen existieren dann paarw eise v ersc hiedene primitiv e am-

bige Ideale a

1

; a

2

; a

3

� O

K

und P olynome F

1

; F

2

; F

3

2 I F

p

[ X ] mit

(

p

D ) a

0

= ( F

1

) a

1

;

( � ) a

0

= ( F

2

) a

2

und

( � ) a

0

= ( F

3

) a

3

:
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Da� die a

i

f

•

ur i 2 f 0 ; : : : ; 3 g paarw eise v ersc hieden sind, f

•

uhrt man wie ob en darauf

zur

•

uc k, da� A aus paarw eise v ersc hiedenen Elemen ten b esteh t.

Ben utzt man die Aussagen (i)-(iv)

•

ub er die Menge A \ H

+

( K ), so erh

•

alt man, da�

in diesen F

•

allen f

•

ur die Menge Am b(A) der primitiv en am bigen Ideale aus A gilt

Am b( A ) =

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

f a

0

; a

1

; a

2

; a

3

g im F all (i),

f a

0

; a

1

g im F all (ii),

f a

0

; a

2

g im F all (iii) und

f a

0

; a

3

g im F all (iv).

Nac h Lemma 10.1.2 (i) gibt es 2

s

primitiv e am bige Ideale. Diese v erteilen sic h dem-

nac h im F all (i) auf 2

s � 2

regul

•

are am bige Klassen. Nac h Satz 10.1.4 und Lemma

10.1.5 gibt es demnac h 2

s � 1

am bige Klassen insgesam t (mit den 2

s � 2

irregul

•

aren).

In den F

•

allen (ii)-(iv) en th

•

alt nac h Satz 10.1.4 und Lemma 10.1.2 (ii) jede am bige

Klasse ein primitiv es am biges Ideal.

D.h. die 2

s

primitiv en am bigen Ideale v erteilen sic h auf genau 2

s � 1

am bige Klassen,

w as die Behauptung w ar. �

10.3 Die Anzahl der am bigen Klassen im imagin

•

ar-quadratisc hen F unktio-

nenk

•

orp er

Nun ist es nic h t so, da�, wie im Zahlk

•

orp erfall, die Anzahl der am bigen Klassen im imagin

•

ar-

quadratisc hen K

•

orp er derjenigen im reell-quadratisc hen K

•

orp er en tspric h t.

Wie wir b ereits feststellten, gibt es imagin

•

ar-quadratisc he F unktionenk

•

orp er, in denen die

engen und w eiten

•

Aquiv alenzklassen nic h t zusammenfallen, anders als in Zahlk

•

orp ern.

Es wird gezeigt, da� in den imagin

•

ar-quadratisc hen K

•

orp ererw eiterungen v on k , in denen

die Stelle 1 v erzw eigt ist und in denen k ein Elemen t u 2 O

K

existiert mit � ( N ( u )) = � 1

(dies en tspric h t im w esen tlic hen den Eigensc haften imagin

•

ar-quadratisc her Zahlk

•

orp er), die

Anzahl der engen am bigen Klassen der Anzahl im reell-quadratisc hen K

•

orp er en tspric h t, diese

in allen anderen F

•

allen hingegen dopp elt so gro� ist.

10.3.1 Satz

Es sei K ein imagin

•

ar-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, d.h. K = k (

p

g D ) bzw. K = k (

p

D )

mit grad D ungerade und D = P

1

� : : : � P

s

2 I F

p

[ X ] normiert und quadratfrei. Dann un ter-

sc heidet man die folgenden F

•

alle:

(i) Ist � ( � 1) = 1, so gilt:

(1) Ist K = k (

p

g D ) 6= k (

p

g ), so ist jede am bige Klasse regul

•

ar. Es gibt 2

s

(regul

•

are)

am bige Klassen.

(2) Ist K = k (

p

D ) mit grad D � 1 (2), so ist wiederum jede am bige Klasse regul

•

ar.

In diesem F all gibt es jedo c h 2

s � 1

am bige Klassen.

(ii) Ist � ( � 1) = � 1, so gilt:

(1) Ist K = k (

p

g D ) 6= k (

p

g ) mit grad D gerade, so existiert eine irregul

•

are am bige

Klasse, es existieren 2

s � 1

regul

•

are am bige Klassen, demnac h gibt es 2

s

am bige

Klassen insgesam t.
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(2) Ist K = k (

p

g D ) mit grad D ungerade, so gibt es k eine irregul

•

aren am bigen Klas-

sen, und die Anzahl der (regul

•

aren) am bigen Klassen b etr

•

agt 2

s � 1

.

(3) Ist K = k (

p

D ) mit grad D � 1 (2), so en th

•

alt wieder jede am bige Klasse ein

am biges Ideal. Es gibt 2

s

(regul

•

are) am bige Klassen.

(iii) Ist K = k (

p

g ), so gibt es genau eine enge Idealklasse. Diese ist am big und regul

•

ar.

Dieser F all f

•

ugt sic h also nah tlos (f

•

ur den F all s = 0) in (i)(1) und (ii)(1) ein.

Beweis:

Ist A = A 2 C

+

( K ) am big und a 2 A ein ganzes Ideal, so existiert ein � 2 O

K

mit

� ( N ( � )) = 1 und ( � ) a = a . Es ist dann N (( � )) = c

2

N ( � ) = 1, also

c� =

�

�

mit � 2 O

K

nac h Lemma 10.1.3.

(i) Es sei � ( � 1) = 1.

(1) Ist � ( N ( � )) = 1, so ist w egen

�

�

�

�

= ( � ) das Ideal ( � ) a = ( � ) a ein am biges

Ideal in A . Ist hingegen � ( N ( � )) = � 1, so ist � := �

p

g D ein Elemen t mit

� ( N ( � )) = 1, es gilt

�

�

�

�

= ( � ). Es ist dann ( � ) a = ( � ) a ein am biges Ideal

in A . Somit en th

•

alt jede am bige Klasse ein primitiv es am biges Ideal.

Ist also ( � ) = ( � ) ein am biges Hauptideal mit � ( N ( � )) = 1, so m u� gelten

�

�

= � 1 ;

da im imagin

•

aren K

•

orp er (mit Ausnahme v on K = k (

p

g )) die Einheiten

gerade die Elemen te aus I F

�

p

sind.

Es folgt also ( � ) = ( F ) o der ( � ) = ( F

p

g D ) mit einem F 2 I F

p

[ X ]. W egen

� ( N ( F

p

g D )) = � 1 gilt ( F

p

g D ) =2 H

+

( K ), d.h. es gibt insb esondere k ein

nic h t-triviales primitiv es am biges Hauptideal. Das einzige primitiv e am bige

Hauptideal ist demnac h das Ideal (1). Da jede am bige Klasse nac h Lemma

10.1.2 (ii) ein primitiv es am biges Ideal en th

•

alt, folgt daraus nac h Lemma

10.1.2 (i) die Existenz v on 2

s

am bigen Klassen, w elc he s

•

am tlic h regul

•

ar

sind.

(2) Da� es k eine irregul

•

aren am bigen Klassen gibt, b eruh t auf der T atsac he,

da� es k ein Elemen t u 2 O

K

mit � ( N ( u )) = � 1 gibt (Lemma 4.1.6). Es gilt

also � ( N ( � )) = 1. Demnac h ist wie sc hon in (i)(1) ( � ) a = ( � ) a ein am biges

Ideal in A .

F erner ist (

p

D ) ein primitiv es am biges Hauptideal, es existieren daher 2

s � 1

(regul

•

are) am bige Klassen.

(ii) Sei n un � ( � 1) = � 1.

(1) Wird A

0

:= [( u )] mit u 2 O

K

so gew

•

ahlt, da� � ( N ( u )) = � 1 ist, so ist A

0

eine irregul

•

are am bige Klasse.

Denn andernfalls w

•

urde ein � 2 O

K

existieren mit � ( N ( � )) = 1 und

( u )( � ) = ( u� ), also w

•

urde u� = u�� = � u� gelten. Daraus w

•

urde u� = F

o der u� = F

p

g D mit einem F 2 I F

p

[ X ] folgen, w as ab er w egen

� ( N ( u� )) = � 1 6= 1 = � ( F

2

) = � ( F

2

( � g D ))
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nic h t sein k ann.

In diesem F all ist (

p

g D ) ein nic h t-triviales primitiv es am biges Hauptideal.

Es existieren daher nac h Lemma 10.1.2 (i) und (ii) genau 2

s � 1

regul

•

are

am bige Klassen. W egen Lemma 10.1.5 gibt es dann zusammen 2

s

am bige

Klassen.

(2) Da� es k eine irregul

•

are am bige Klasse gibt, erh

•

alt man analog zu (i) (2),

w ob ei (

p

g D ) ein nic h t-triviales enges am biges Hauptideal ist.

D.h. die Anzahl der am bigen Klassen b etr

•

agt auc h hier 2

s � 1

.

(3) Wieder nac h den

•

Ub erlegungen im Bew eis des Satzes 10.1.4 I I. (2) ist

jede am bige Klasse regul

•

ar, jedo c h ist (1) das einzige am bige Hauptideal,

w onac h die Anzahl der (regul

•

aren) am bigen Klassen 2

s

b etr

•

agt.

(iii) Nac h [A], S. 184, ist h ( k (

p

g )) = 1.

W egen F olgerung 8.3.2 ist dann auc h h

+

( K ) = 1. Es existiert demnac h genau

eine enge Idealklasse, n

•

amlic h die enge Hauptidealklasse, w elc he o�ensic h tlic h

am big und regul

•

ar ist.

�

11 Gesc hlec h ter und Gesc hlec h tsc haraktere

11.1 Die Struktur der engen Idealklassengrupp e

11.1.1 De�nition

Ein Charakter  : C

+

( K ) ! C I

�

hei�t ein Geschle chtschar akter von C

+

( K ), falls  reellw ertig

ist. Wir b ezeic hnen mit G

+

( K ) die Menge der Gesc hlec h tsc haraktere v on C

+

( K ).

Ein Gesc hlec h tsc harakter  v on C

+

( K ) w erde ein e chter Gesc hlec h tsc harakter v on C

+

( K )

genann t, w enn es sic h b ei ihm nic h t um einen Charakter v on C ( K ) handelt, d.h. w enn gilt

 ([( � )]) = � 1 f

•

ur � 2 K

�

mit � ( N ( � )) = � 1.

Zw ei Klassen A

1

; A

2

2 C

+

( K ) geh

•

oren zu demselb en Geschle cht

,  ( A

1

) =  ( A

2

) f

•

ur alle  2 G

+

( K ).

, A

1

= A

2

A

2

f

•

ur ein A 2 C

+

( K ).

Es ist also

G

+

( K ) = Grupp e der Gesc hlec h ter ' C

+

( K ) =C

+

( K )

2

' G

+

( K ) :

In Abgrenzung dazu b ezeic hnen wir mit G ( K ) � G

+

( K ) die Grupp e der Gesc hlec h tsc harak-

tere v on C ( K ) und analog mit G ( K ) die Grupp e der Gesc hlec h ter v on C ( K ).

11.1.2 Bemerkung

Das Einselemen t v on G

+

( K ), das sogenann te Hauptgesc hlec h t, b esteh t aus den Quadraten

der Idealklassen, C

+

( K )

2

.
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Ein Ideal a geh

•

ort demnac h zum Hauptgesc hlec h t genau dann, w enn a = ( � ) b

2

f

•

ur ein Ideal

b und ein Elemen t � 2 K

�

mit � ( N ( � )) = 1 gilt.

Es sei S q : C

+

( K ) ! C

+

( K ) die Abbildung, die eine Idealklasse auf ihr Quadrat sc hic kt.

Dann hat man die exakte Sequenz

0 ! I ! C

+

( K )

S q

! C

+

( K ) ! C

+

( K ) =C

+

( K )

2

! 0

mit I = Kern ( S q ).

Da alle Grupp en endlic h sind, folgt j I j = j C

+

( K ) =C

+

( K )

2

j , und f

•

ur A 2 C

+

( K ) hat man

w egen A

� 1

= A

A 2 I , A

2

= 1 , A = A:

Sp eziell k ann man sc hreib en:

C

+

( K ) = < A

1

; : : : ; A

t

; B

1

; : : : ; B

e

>

mit A

2

e

i

i

= 1 und B

q

i

i

= 1, w ob ei q

i

= p

f

i

i

f

•

ur gewisse nic h t not w endig v ersc hiedene un-

gerade p

i

2 I P und e

i

; f

i

2 I N

0

gilt. t ist dann die Zahl der geraden In v arian ten der engen

Idealklassengrupp e.

Da die B

i

= B

2

q

i

+1

2

i

Quadrate sind, gilt

C

+

( K )

2

= < A

2

1

; : : : ; A

2

t

; B

1

; : : : ; B

e

>;

und somit

G

+

( K ) = C

+

( K ) =C

+

( K )

2

= < A

2

e

1

� 1

1

; : : : ; A

2

e

t

� 1

t

> = < X

1

; : : : ; X

t

j X

2

i

= 1 > :

Man erh

•

alt also h

+

( K ) =

Q

t

i =1

2

e

i

Q

e

i =1

p

f

i

i

und j C

+

( K )

2

j = h

+

( K ) � 2

� t

, also insb esondere

2

t

j h

+

( K ), und es ist

# G

+

( K ) = 2

t

= # f X 2 C

+

( K ) j X

2

= 1 g :

Die Anzahl der Gesc hlec h ter en tspric h t also der Anzahl der engen am bigen Idealklassen.

Die Zahl t wird auc h der 2-R ang der engen Ide alklassengrupp e genann t.

Bev or wir die (ec h ten) Gesc hlec h tsc haraktere der einzelnen K

•

orp er explizit b estimmen, w ollen

wir no c h einige Aussagen

•

ub er die Charakterisierung der Gesc hlec h ter anf

•

uhren, w elc he in

[Zag2 ], S. 109/110, ihr Analogon im Hin blic k auf den Zahlk

•

orp erfall �nden.

11.1.3 Satz

a) Zw ei Ideale a ; b geh

•

oren zu demselb en Gesc hlec h t

, Es existiert ein � 2 K

�

; � ( N ( � )) = 1 mit N ( a ) = N (( � ) b ) :

b) Ein normiertes P olynom F 2 I F

p

[ X ] ist genau dann Norm eines Elemen ts aus K , w enn

F die Norm eines ganzen Ideals aus dem Hauptgesc hlec h t ist.
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Beweis:

a) " ) " Geh

•

oren a und b zu demselb en Gesc hlec h t, so gilt nac h obigen Aussagen

a = ( � ) c

2

b mit einem Ideal c aus K und � 2 K mit � ( N ( � )) = 1. Dann ist

N ( a ) = N (( � )) N ( c )

2

N ( b ) = N (( �N ( c )) b ) = N (( � ) b )

mit � := �N ( c ), und wir erhalten die Behauptung.

" ( " Gilt hingegen N ( a ) = N (( � ) b ) und � ( N ( � )) = 1, so ist zu zeigen, da� a

im Gesc hlec h t v on b liegt.

Indem man a durc h a ( �

� 1

) b

� 1

ersetzt, reic h t es zu zeigen, da� gilt

( � ) N ( a ) = 1 ) 9 ganzes Ideal b mit a =

b

b

Dies impliziert dann die Behauptung, denn nac h Lemma 8.5.2 ist

b

b

= ( N ( b ))

� 1

b

2

;

und dieses Ideal geh

•

ort o�ensic h tlic h zum Hauptgesc hlec h t.

Um die Implik ation ( � ) zu b ew eisen, b etrac h ten wir die Primidealzerlegung

v on

a =

 

Y

i

p

a

i

i

p

i

b

i

!

0

@

Y

j

q

c

j

j

1

A

( a

i

; b

i

; c

j

2 Z Z ) ;

w ob ei N ( p

i

) = P

i

eine zerlegte Primfunktion sei und q

j

diejenigen Prim-

faktoren mit q

j

= q

j

, d.h. N ( q

j

) = Q

2

j

mit Q

j

tr

•

age o der N ( q

j

) = Q

j

v erzw eigt. Es folgt dann aus

1 = N ( a ) =

Y

i

P

a

i

+ b

i

i

Y

j

Q

c

j

j

und der eindeutigen Primfaktorzerlegung in I F

p

[ X ], da� a

i

+ b

i

= 0 und

c

j

= 0 f

•

ur alle i; j gelten m u�, und somit hab en wir die Implik ation ( � ) mit

b :=

Y

a

i

> 0

p

a

i

i

Y

b

i

> 0

p

i

b

i

b ewiesen.

b) " ( " Ist F = N ( a ) mit a im Hauptgesc hlec h t, so ist F normiert. W eiter ist

a = ( � ) c

2

f

•

ur ein Ideal c 2 I ( K ). W egen � ( N ( � )) = 1 gilt dann

F = N (( �N ( c ))) = aN ( � ) N ( c )

2

mit einem a 2 I F

� 2

p

.

Ist a = c

2

mit c 2 I F

�

p

, so gilt F = N ( � ) mit � := c�N ( c ).

" ) " Ist andererseits F = N ( � ) 2 I F

p

[ X ] normiert mit � 2 K

�

, so sc hreibt man

( � ) =

a

b

, w ob ei a und b teilerfremde ganze Ideale aus K sind.

W egen N ( b ) j N ( a ) (b eac h te: F = N ( � ) 2 I F

p

[ X ]) und ( a ; b ) = 1 folgt b j a ,

also a = bc mit einem ganzen c . Dann ist

F = N ( � )

sgn N ( � )=1

= N (( � )) = N (

a

b

) = N (

bc

b

) = N ( c ) ;

w as die Behauptung w ar. Denn c liegt w egen a) im Hauptgesc hlec h t.

�
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11.2 L -F unktionen zu Gesc hlec h tsc harakteren

11.2.1 De�nition

Es sei  : C

+

( K ) ! f� 1 g ein Gesc hlec h tsc harakter der engen Idealklassen.

Dann de�nieren wir f

•

ur s 2 C I mit Re s > 1

L

 

( s ) :=

X

a

 ( a )

j N ( a ) j

s

;

die L -Reihe zum Charakter  . In der Reihe wird

•

ub er alle ganzen Ideale v on K summiert.

Es ist dann

L

 

( s ) =

Y

p

�

1 �

 ( p )

j N ( p ) j

s

�

� 1

f

•

ur Re s > 1 absolut k on v ergen t, w ob ei das Pro dukt

•

ub er alle Primideale v on K l

•

auft. Die

Kon v ergenz der Summe und des Pro dukts zeigt man wie die der Zeta-F unktion in Kapitel

9.2.

Ist h

+

( K ) die enge Klassenzahl v on K , so l

•

a�t sic h L

 

( s ) auc h in der F orm

L

 

( s ) =

h

+

( K )

X

i =1

 ( a

i

) Z ( s; A

i

)

mit der Zetafunktion

Z ( s; A

i

) :=

X

a 2 A

i

1

j N ( a ) j

s

zur engen Idealklasse A

i

2 C

+

( K ) darstellen, w ob ei a

i

jew eils ein b eliebiger ganzer V ertreter

der engen Idealklasse A

i

ist.

Im folgenden soll es darum gehen, die Gesc hlec h tsc haraktere in den v ersc hiedenen quadrati-

sc hen Erw eiterungen v on k explizit durc h die in Kapitel 9.1 eingef

•

uhrten Restsym b ole aus-

zudr

•

uc k en und eine Zerlegungsformel f

•

ur die zugeh

•

orige L-Reihe aufzustellen, wie dies auc h

in [Zag2 ], S. 111/112 f

•

ur die quadratisc hen Zahlk

•

orp er gesc hehen ist.

11.3 Bestimm ung der v ersc hiedenen Gesc hlec h tsc haraktere im reell-quadratisc hen

F unktionenk

•

orp er

11.3.1 Satz

Ist D = P

1

� : : : � P

s

ein normiertes quadratfreies P olynom geraden Grades aus I F

p

[ X ], so

existieren im reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp er K = k (

p

D ) genau 2

s � 1

Gesc hlec h ter

bzw. Gesc hlec h tsc haraktere.

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Bemerkung 11.1.2 in V erbindung mit Satz 10.2.1. �

11.3.2 Satz

Ist D = P

1

� : : : � P

s

ein quadratfreies normiertes P olynom aus I F

p

[ X ] v on geradem Grad,

K = k (

p

D ) und D = D

1

D

2

eine Zerlegung v on D in ein Pro dukt zw eier normierter P olynome
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D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ], dann de�niert man

~

 ( p ) :=

(

 

D

1

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

1

) = 1

 

D

2

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

2

) = 1

mit  

D

i

aus De�nition 9.1.6. Setzt man diese Abbildung durc h

~

 ( p

n

1

1

� : : : � p

n

k

k

) =

~

 ( p

1

)

n

1

� : : : �

~

 ( p

k

)

n

k

( p

i

prim ; n

i

2 Z Z )

auf b eliebige gebro c hene Ideale fort, so ist

~

 ein Gesc hlec h tsc harakter v on C

+

( K ).

F

•

ur die L-Reihe zu

~

 gilt

L

~

 

( s ) = L

 

D

1

( s ) L

 

D

2

( s )

mit

L

 

D

i

( s ) =

X

( D

i

;F )=1

 

D

i

( F ) j F j

� s

=

1

X

n =0

�

n

(( � 1)

grad D

i

D

i

)

p

ns

= L

( � 1)

grad D

i

D

i

( s ) :

Es b esteh t eine bijektiv e Korresp ondenz zwisc hen den Gesc hlec h tsc harakteren v on K und

den Zerlegungen D = D

1

D

2

als Pro dukt v on zw ei normierten F unktionen. Hierb ei w erden

Zerlegungen D = D

1

D

2

und D = D

2

D

1

als gleic h angesehen, und es ist D = 1 � D = D � 1 als

Zerlegung erlaubt.

Ist

~

 der zur Zerlegung D = 1 � D geh

•

orige Charakter, so gilt

L

~

 

( s ) = Z

K

( s ) = Z

k

( s ) L

D

( s ) :

Beweis:

Da�

~

 w ohlde�niert ist, sieh t man wie folgt ein:

Es ist N ( p ) = P

f

f

•

ur ein f 2 f 1 ; 2 g mit einem normierten Primp olynom P 2 I F

p

[ X ].

Zu zeigen ist, da�

 

D

1

( N ( p )) =  

D

2

( N ( p ))

f

•

ur P - D

1

D

2

gilt.

i) Ist P tr

•

age, d.h. ( P ) = p in K , so ist N ( p ) = P

2

und b eide Sym b ole hab en den

W ert 1.

ii) Ist P zerlegt, d.h. ( P ) = pp

0

in K , so ist N ( p ) = N ( p

0

) = P und

�

D

1

D

2

N ( p )

�

= 1 =  

D

1

( N ( p ))  

D

2

( N ( p )) ;

denn es gilt grad D

1

� grad D

2

mo d 2 w egen grad D

1

D

2

� 0 mo d 2. Beide

Sym b ole sind demnac h gleic h, da sie n ur die W erte � 1 annehmen.

Da

~

 aufgrund der De�nition m ultiplik ativ ist, bleibt n ur no c h nac hzu w eisen, da�

es sic h auc h um einen Charakter der engen Idealklassen handelt, d.h. da�

~

 (( � )) = 1 f

•

ur alle � 2 K

�

mit � ( N ( � )) = 1

gilt. Hier k

•

onnen wir � 2 O

K

annehmen, da sic h jedes � 2 K mit � ( N ( � )) = 1

darstellen l

•

a�t in der F orm � =

�

1

�

2

mit �

1

; �

2

2 O

K

und � ( N ( �

1

)) = � ( N ( �

2

)) = 1.

Hier b eac h te man, da� es immer ein u 2 O

K

mit � ( N ( u )) = � 1 gibt.
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(i) Wir b etrac h ten zun

•

ac hst den F all, da� ein i 2 f 1 ; 2 g existiert, so da� N ( � ) bzw.

� zu D

i

teilerfremd ist.

Dann folgt

~

 (( � )) =  

D

i

( N (( � )))

mit N (( � )) = a � N ( � ) f

•

ur ein geeignetes a 2 I F

�

2

p

.

Es ist also  

D

i

( a � N ( � )) = 1 zu zeigen. Dazu sei � = A + B

p

D

1

D

2

. Es ist dann

 

D

i

( a ( A

2

� B

2

D

1

D

2

)) =  

D

i

( aA

2

) = 1

nac h Lemma 9.1.7, denn aN ( � ) � aA

2

mo d D

i

und � ( aN ( � )) = 1 = � ( aA

2

)

w egen a 2 I F

�

2

p

.

(ii) Sei n un � 2 O

K

b eliebig mit � ( N ( � )) = 1, und

( � ) = p

1

� : : : � p

r

a

mit p

i

j D

1

D

2

und ( a ; D

1

D

2

) = 1.

F

•

ur jedes j 2 f 1 ; : : : ; r g w

•

ahlen wir n un ein ganzes Ideal a

j

in der engen

Idealklasse v on p

� 1

j

, das zu D

1

D

2

teilerfremd ist (dies ist m

•

oglic h nac h Lemma

8.6.9). Dann ist p

j

a

j

ein zu D

1

o der D

2

teilerfremdes enges Hauptideal, d.h.

v on der F orm p

j

a

j

= ( �

j

) mit � ( N ( �

j

)) = 1, und es gilt

~

 ( p

j

a

j

) = 1

nac h (i). W eiterhin hab en wir

( � ) = ( p

1

a

1

) � : : : � ( p

r

a

r

) � ( aa

� 1

1

� : : : � a

� 1

r

) ;

| {z }

zu D

1

D

2

teilerfremdes enges Hauptideal

w oraus wieder

~

 (( � )) = 1 nac h (i) folgt.

Aus (i) und (ii) erh

•

alt man, da�

~

 ein Gesc hlec h tsc harakter der engen Idealklassen

ist.

Die Iden tit

•

at der L-Reihen zeigt man folgenderma�en:

Es ist

L

~

 

( s ) =

Y

P

Y

p j P

 

1 �

~

 ( p )

j N ( p ) j

s

!

� 1

;

und wir b etrac h ten die folgenden F

•

alle:

1.F all:

�

D

1

D

2

P

�

= 1 ; ( P ) = p p in K und N ( p ) = P - D

i

( i = 1 ; 2).

Dann ist

~

 ( p ) =

~

 ( p ) =  

D

1

( P ) =  

D

2

( P )

und damit

Y

p j P

 

1 �

~

 ( p )

j N ( p ) j

s

!

� 1

=

�

1 �

 

D

1

( P )

j P j

s

�

� 1

�

1 �

 

D

2

( P )

j P j

s

�

� 1

:
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2.F all:

�

D

1

D

2

P

�

= � 1 ; ( P ) = p , N ( p ) = P

2

,

~

 ( p ) = 1 und  

D

1

( P ) = �  

D

2

( P ).

Dann folgt

Y

p j P

 

1 �

~

 ( p )

j N ( p ) j

s

!

� 1

=

�

1 �

1

j P j

2 s

�

� 1

=

�

1 �

1

j P j

s

�

� 1

�

1 +

1

j P j

s

�

� 1

=

�

1 �

 

D

1

( P )

j P j

s

�

� 1

�

1 �

 

D

2

( P )

j P j

s

�

� 1

:

3.F all:

�

D

1

D

2

P

�

= 0 ; ( P ) = p

2

, N ( p ) = P .

Es sei o.E.  

D

1

( P ) = 0, dann ist

~

 ( p ) =  

D

2

( P ), da D

1

D

2

quadratfrei ist.

Es gilt

Y

p j P

 

1 �

~

 ( p )

j N ( p ) j

s

!

� 1

=

�

1 �

 

D

2

( P )

j P j

s

�

� 1

=

�

1 �

 

D

1

( P )

j P j

s

�

� 1

�

1 �

 

D

2

( P )

j P j

s

�

� 1

:

Die F

•

alle 1-3 liefern dann die b ehauptete F ormel.

Es bleibt zu zeigen, da� s

•

am tlic he so en tandenen Gesc hlec h tsc haraktere v ersc hieden

sind, denn dann hat man s

•

am tlic he 2

s � 1

Gesc hlec h tsc haraktere durc h obige Kon-

struktion gefunden.

Dazu sei  

i

der der Zerlegung D = P

i

P

1

� : : : � P

i � 1

P

i +1

� : : : � P

s

zugeordnete Charakter.

F

•

ur eine allgemeine Zerlegung D = D

1

D

2

mit D

2

= P

i

1

� : : : � P

i

m

ist dann der

en tsprec hende Charakter

~

 gleic h  

i

1

� : : : �  

i

m

. Mit anderen W orten, die Charaktere,

die wir k onstruiert hab en, bilden eine Grupp e

G = <  

1

; : : : ;  

s

>

mit den Relationen  

2

i

= 1 und  

1

� : : : �  

s

= 1. Wir m

•

ussen n un n ur no c h zeigen,

da� der zu einer Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

orige Charakter

~

 genau dann der triviale

Charakter ist, w enn D

1

= 1 o der D

2

= 1 gilt.

Dies ist jedo c h der F all, da f

•

ur D

1

6= 1 6= D

2

so w ohl L

 

D

1

( s ) als auc h L

 

D

2

( s ) nac h

Satz 9.2.3 in s = 1 holomorph sind,

~

 also nic h t der triviale Charakter sein k ann.

Denn sonst w

•

are

L

~

 

( s ) = Z

K

( s ) = Z

k

( s ) L

D

( s )

und h

•

atte nac h Satz 9.2.4 einen P ol 1. Ordn ung b ei s = 1.

�

11.3.3 Lemma

Es sei D = D

1

D

2

eine Zerlegung eines normierten D 2 I F

p

[ X ] n I F

p

[ X ]

2

mit grad D � 0 (2) in

zw ei P olynome D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ] mit grad D

1

� grad D

2

� 1 (2). Ist  

1

der zu dieser Zerlegung

geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter, so handelt es sic h b ei  

1

um einen e chten Gesc hlec h tsc harakter

v on C

+

( K ).
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Sind jedo c h D

1

und D

2

P olynome v on geradem Grad, so ist der zu dieser Zerlegung geh

•

orige

Gesc hlec h tsc harakter  

2

auc h sc hon ein reeller Charakter v on C ( K ), d.h. es gilt  

2

(( � )) = 1

f

•

ur al le � 2 K .

Ec h te Gesc hlec h tsc haraktere k ann es also n ur dann geb en, w enn D v on einer Primfunktion

ungeraden Grades geteilt wird, ihre Anzahl b etr

•

agt dann 2

s � 2

.

Beweis:

Die Behauptung ist b ewiesen, w enn wir zeigen, da� f

•

ur alle � 2 K mit � ( N ( � )) = � 1

 

1

(( � )) = � 1 und  

2

(( � )) = 1 gilt.

Wir k

•

onnen wie im Bew eis des v origen Satzes o.E. annehmen, da� es sic h b ei dem

Elemen t � := A + B

p

D um ein Elemen t v on O

K

handelt mit (( � ) ; D

1

) = 1. Es ist

hier N (( � )) = aN ( � ) = a ( A

2

� B

2

D

1

D

2

) mit einem a 2 I F

�

p

n I F

� 2

p

nac h De�nition

8.5.1.

Betrac h ten wir  

1

als den zur Zerlegung D

1

D

2

geh

•

origen Gesc hlec h tsc harakter, so

ist grad D

1

ungerade, und es gilt

 

1

(( � )) =  

D

1

(( � )) =

�

� D

1

a ( A

2

� B

2

D

1

D

2

)

�

9.1.3 (iv)

= � ( � 1)

grad ( A

2

� B

2

D

1

D

2

)

�

D

1

a ( A

2

� B

2

D

1

D

2

)

�

9.1.3 (iv),(v)

= � ( � 1)

2 � grad ( A

2

� B

2

D

1

D

2

)

� ( a )

grad D

1

�

A

2

� B

2

D

1

D

2

D

1

�

9.1.3 (ii)

= � ( a )

grad D

1

�

A

2

D

1

�

� ( a )= � 1 ; grad D

1

ung.

= �

�

A

2

D

1

�

= � 1 :

Im F all  

2

ist grad D

1

gerade, und wir erhalten

 

2

(( � )) =

�

D

1

a ( A

2

� B

2

D

1

D

2

)

�

9.1.3 (v)

=

�

a ( A

2

� B

2

D

1

D

2

)

D

1

�

9.1.3 (ii),(iii)

= � ( a )

grad D

1

�

A

2

D

1

�

grad D

1

gerade

= 1 :

�

11.4 Bestimm ung der v ersc hiedenen Gesc hlec h tsc haraktere im imagin

•

ar-

quadratisc hen F unktionenk

•

orp er

Bei der Un tersuc h ung der Gesc hlec h tsc haraktere in imagin

•

ar-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ern

halten wir uns an die F allun tersc heidung v on Satz 10.3.1. Wir erhalten den

11.4.1 Satz

In den Bezeic hn ungen und mit den F allun tersc heidungen des Satzes 10.3.1 existieren in den

F

•

allen (i)(1), (ii)(1), (ii)(3) und (iii) genau 2

s

Gesc hlec h ter bzw. Gesc hlec h tsc haraktere. In

allen

•

ubrigen F

•

allen b etr

•

agt ihre Anzahl 2

s � 1

.



T eil IV. Gesc hlec h tertheorie 65

Beweis:

Dies folgt aus Bemerkung 11.1.2 in V erbindung mit Satz 10.3.1. �

Der folgende Satz zeigt, da� man tats

•

ac hlic h in den F

•

allen (i)(1), (ii)(1) und (ii)(3) zu jeder

Zerlegung v on D zw ei v ersc hiedene Gesc hlec h tsc haraktere erh

•

alt.

11.4.2 Satz

(i) (1) Es sei D = P

1

� : : : � P

s

ein normiertes quadratfreies P olynom, und es gelte � ( � 1) = 1.

F erner sei K = k (

p

g D ). Dann existieren zu jeder Zerlegung D = D

1

D

2

in zw ei

normierte P olynome D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ] zw ei v ersc hiedene Gesc hlec h tsc haraktere v on

C

+

( K ). Diese erh

•

alt man, indem man die auf Primidealen p v on K de�nierten

Abbildungen

~

 

1

( p ) :=

(

 

g D

1

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

1

) = 1,

 

D

2

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

2

) = 1

und

~

 

2

( p ) :=

(

 

D

1

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

1

) = 1,

 

g D

2

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

2

) = 1

wie in Satz 11.3.2 m ultiplik ativ auf alle gebro c henen Ideale fortsetzt. Die s

•

am tli-

c hen so en tstehenden Gesc hlec h tsc haraktere sind v ersc hieden, und f

•

ur die zugeh

•

ori-

gen L-Reihen erh

•

alt man die Zerlegungen

L

~

 

1

( s ) = L

 

g D

1

( s ) L

 

D

2

( s ) L

~

 

2

( s ) = L

 

D

1

( s ) L

 

g D

2

( s ) :

(2) Es sei K = k (

p

D ) mit einem normierten quadratfreien P olynom D = P

1

� : : : � P

s

v on

ungeradem Grad. Gilt no c h zus

•

atzlic h � ( � 1) = 1, so existiert zu jeder Zerlegung

D = D

1

D

2

mit normierten P olynomen D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ] ein Gesc hlec h tsc harakter

v on C

+

( K ). Diesen erh

•

alt man, indem man die auf den Primidealen p v on K

de�nierte Abbildung

~

 ( p ) :=

(

 

D

1

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

1

) = 1,

 

D

2

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

2

) = 1

wie in Satz 11.3.2 auf alle gebro c henen Ideale fortsetzt.

(ii) (1) Es sei � ( � 1) = � 1 und D = P

1

� : : : � P

s

ein normiertes quadratfreies P olynom

geraden Grades und K := k (

p

g D ). Dann gibt es zu jeder Zerlegung D = D

1

D

2

in zw ei normierte P olynome zw ei Gesc hlec h tsc haraktere auf C

+

( K ). Diese erh

•

alt

man wie in (i)(1).

(2) Ist � ( � 1) = � 1, D = P

1

� : : : � P

s

ein normiertes quadratfreies P olynom ungeraden

Grades und K = k (

p

g D ), so existiert zu jeder Zerlegung D = D

1

D

2

in normierte

P olynome mit grad D

1

� 1 (2) und grad D

2

� 0 (2) ein Gesc hlec h tsc harakter auf

C

+

( K ). Dieser ist analog zu (i) (2) gegeb en durc h die F ortsetzung der auf den

Primidealen p v on K de�nierten Abbildung

~

 ( p ) :=

(

 

D

1

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

1

) = 1,

 

D

2

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

2

) = 1.
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(3) Ist D = P

1

� : : : � P

s

ein quadratfreies und normiertes P olynom ungeraden Grades,

K = k (

p

D ), und gilt zus

•

atzlic h � ( � 1) = � 1, so existieren zu jeder Zerlegung

D = D

1

D

2

zw ei v ersc hiedene Gesc hlec h tsc haraktere v on C

+

( K ). Diese erh

•

alt man,

indem man die auf den Primidealen p v on K de�nierten Abbildungen

~

 

1

( p ) :=

(

 

g D

1

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

1

) = 1,

 

D

2

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

2

) = 1

und

~

 

2

( p ) :=

(

 

D

1

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

1

) = 1,

 

g D

2

( N ( p )) ; falls ( N ( p ) ; D

2

) = 1

auf alle gebro c henen Ideale wie in Satz 11.3.2 fortsetzt.

S

•

am tlic he L-Reihen aus (i)(2)-(ii)(3) zerlegen sic h analog zu (i)(1).

Beweis:

(i) (1) Hinsic h tlic h der W ohlde�niertheit v on

~

 

1

und

~

 

2

v erl

•

auft der F all des

tr

•

agen Primideals P mit N ( p ) = P

2

wie im Bew eis des Satzes 11.3.2.

Ist N ( p ) = P zerlegt, so ist hier

�

g D

1

D

2

N ( p )

�

=  

g D

1

( N ( p ))  

D

2

( N ( p )) =  

D

1

( N ( p ))  

g D

2

( N ( p ))

zu zeigen. W egen � ( � 1) = 1 gilt ab er

�

g D

1

D

2

N ( p )

�

=

�

g D

1

N ( p )

� �

D

2

N ( p )

�

=

"

g ( � 1)

grad D

1

D

1

N ( p )

# "

( � 1)

grad D

2

D

2

N ( p )

#

=  

g D

1

( N ( p ))  

D

2

( N ( p )) :

Es bleibt der Nac h w eis der Eigensc haft

~

 

i

(( � )) = 1 f

•

ur i = 1 ; 2 und � 2 O

K

mit � ( N ( � )) = 1.

Da� dies ric h tig ist b eruh t darauf, da� nac h Lemma 4.1.7 (ii) (2) und (3)

das P olynom N ( � ) = A

2

� g B

2

D 2 I F

p

[ X ] so w ohl im F all grad D � 0 (2) als

auc h im F all grad D � 1 (2) immer geraden Grad b esitzt, falls � ( N ( � )) = 1

gelten soll.

Sei also o.B.d.A.

~

 

1

b etrac h tet und � zu D

1

teilerfremd. Dann ist wieder

N (( � )) = aN ( � ) mit a 2 I F

� 2

p

und

~

 

1

( aN ( � )) =

"

g ( � 1)

grad D

1

D

1

aN ( � )

#

grad N ( � ) � 0(2)

=  

D

1

( aN ( � ))

9 : 1 : 7

=  

D

1

( aA

2

) = 1 :

Denn D

1

ist normiert, und es gilt

� ( aN ( � )) = 1 = � ( aA

2

) so wie aN ( � ) � aA

2

mo d D

1

:
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Das Zerlegungsv erhalten der L-Reihen zeigt man so w ohl hier als auc h in den

Punkten (i)(2)-(ii)(3) wie im reell-quadratisc hen F all (vgl. Satz 11.3.2) und

f

•

uhrt die T atsac he, da� die so gefundenen Gesc hlec h tsc haraktere paarw eise

v ersc hieden sind, eb enso auf diese Un tersuc h ungen zur

•

uc k.

(2) Die W ohlde�niertheit zeigt man wie in (i)(1) un ter Ausn utzung der V or-

aussetzung � ( � 1) = 1. W eiterhin gilt  

D

i

( aN ( � )) =  

D

i

( aA

2

) = 1 mit den

selb en Sc hlu�w eisen wie un ter (i)(1).

(ii) (1) F

•

ur die W ohlde�niertheit n utzt man die T atsac he aus, da� grad D � 0 (2),

also grad D

1

� grad D

2

(2) gilt. Daraus erh

•

alt man

�

g D

1

D

2

N ( p )

�

=

"

g ( � 1)

grad D

1

D

1

N ( p )

# "

( � 1)

grad D

2

D

2

N ( p )

#

=  

g D

1

( N ( p ))  

D

2

( N ( p )) :

Der Nac h w eis der restlic hen Eigensc haften v erl

•

auft wie in (i)(1), denn in

diesem F all hab en nac h Lemma 4.1.7 (ii) (3) die Normen aller Elemen te

� 2 O

K

geraden Grad.

(2) Die W ohlde�niertheit der Abbildung

~

 zeigt man mit grad D

1

� 1 (2) und

� ( g )

grad D

1

= � ( � 1)

grad D

1

= � 1. Denn un ter diesen V oraussetzungen gilt

�

g D

1

D

2

N ( p )

�

=

"

( � 1)

grad D

1

D

1

N ( p )

# "

( � 1)

grad D

2

D

2

N ( p )

#

=  

D

1

( N ( p ))  

D

2

( N ( p )) :

Die Charaktereigensc haften folgen wie in (i)(2) aus Lemma 9.1.7.

(3) Die W ohlde�niertheit folgt wie in (ii)(2) aus � ( g )

grad D

i

= � ( � 1)

grad D

i

f

•

ur

i = 1 ; 2. Es ist n

•

amlic h

 

g D

1

( N ( p ))  

D

2

( N ( p )) =  

D

1

( N ( p ))  

g D

2

( N ( p ))

=

"

g ( � 1)

grad D

1

( � 1)

grad D

2

D

1

D

2

N ( p )

#

=

�

D

1

D

2

N ( p )

�

:

Wie in (i)(1) erk enn t man w eiter, da� es w egen Lemma 4.1.7 (ii) (1) k ein

Elemen t � 2 O

K

mit der Eigensc haft � ( N ( � )) = 1 gibt, f

•

ur w elc hes

grad N ( � ) � 1 (2) gilt. Die Behauptung folgt dann mit Lemma 9.1.7 durc h

analoge Sc hlu�w eisen.

�

Bez

•

uglic h der ec h ten Gesc hlec h tsc haraktere in imagin

•

ar-quadratisc hen F unktionenk

•

orp ern

erhalten wir

•

ahnlic he Ergebnisse wie im reell-quadratisc hen F all.

In den F

•

allen 11.4.2 (i)(2) und (ii)(2) existieren k eine Elemen te negativ er Norm, d.h. w eite

und enge Klassen fallen zusammen.

In allen anderen F

•

allen l

•

a�t sic h wie im reell-quadratisc hen F all die Existenz ec h ter Ge-

sc hlec h tsc haraktere daran festmac hen, ob D durc h ein Primp olynom ungeraden Grades teil-

bar ist o der nic h t.

11.4.3 Lemma

Ist D in den F

•

allen 11.4.2 (i)(1), (ii)(1) o der (ii)(3) durc h ein Primp olynom ungeraden Grades

teilbar, so b e�nden sic h un ter den 2

s

Gesc hlec h tsc harakteren 2

s � 1

ec h te.
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Diese sind im F all (i)(1) und grad D gerade eb enso wie im F all (ii)(1) genau diejenigen, die

zu einer Zerlegung D = D

1

D

2

mit grad D

1

� grad D

2

� 1 (2) geh

•

oren.

Im F all (i)(1) und grad D � 1 (2) und in (ii)(3) sind dies in den Bezeic hn ungen v on 11.4.2

jew eils die Charaktere

~

 

1

mit grad D

1

� 0 (2).

Beweis:

Es sei � := A + B

p

g

j

D 2 O

K

( j 2 f 0 ; 1 g ) ein Elemen t mit

� ( N ( � )) = � ( A

2

� g

j

B

2

D ) = � 1 :

Dann ist N (( � )) = aN ( � ) f

•

ur ein a 2 I F

�

p

n I F

� 2

p

. Wir b etrac h ten die F

•

alle (i)(1), (ii)(1)

und (ii)(3) getrenn t:

(i)(1) In diesem F all gilt

grad N ( � ) = grad ( A

2

� g B

2

D ) � grad D (2)

w egen � ( � 1) = 1.

Es sei zun

•

ac hst grad D � 0 (2) und D = D

1

D

2

eine Zerlegung v on D mit

grad D

1

� grad D

2

� 0 (2). Dann k ann man wie ob en o.E. ( N ( � ) ; D

1

) = 1

annehmen, und man erh

•

alt

~

 

1

(( � )) =

�

g D

1

aN ( � )

�

= 1 =

�

D

1

aN ( � )

�

=

~

 

2

(( � ))

nac h Satz 9.1.3, da w egen grad D

1

� grad N ( � ) � 0 (2) Z

•

ahler und Nenner

b eliebig v ertausc h bar sind und auc h die F aktoren aus I F

�

p

ohne V er

•

anderung

des V orzeic hens aus den Restsym b olen ausgeklammert w erden k

•

onnen.

Ist jedo c h D = D

1

D

2

mit grad D

1

� grad D

2

� 1 (2), so gilt

~

 

1

(( � )) =

�

� g D

1

aN ( � )

�

grad N ( � ) � 0 (2)

=

�

D

1

aN ( � )

�

grad N ( � ) � 0 (2)

=

�

aN ( � )

D

1

�

= � 1

nac h Satz 9.1.3.

Denn es ist grad D

1

� 1 (2), a 2 I F

�

p

n I F

� 2

p

, und es gilt N ( � ) � A

2

mo d D

1

. Dies

zeigt man analog auc h f

•

ur

~

 

2

.

Ist grad D ungerade und D = D

1

D

2

mit grad D

1

� 1 (2) und grad D

2

� 0 (2),

so zeigt man mit denselb en Sc hl

•

ussen

~

 

1

(( � )) = � 1 = �

~

 

2

(( � )) :

(ii)(1) Dieser F all v erl

•

auft analog zu (i)(1) (grad D � 0 (2)), w enn man b en utzt, da�

grad N ( � ) � 0 (2) f

•

ur alle � 2 O

K

gilt.

(ii)(3) Aus der Darstellung N ( � ) = A

2

� B

2

D erh

•

alt man w egen � ( � 1) = � 1, da� f

•

ur

alle � 2 O

K

mit � ( N ( � )) = � 1 auc h grad N ( � ) � 1 (2) gelten m u�. Somit ist

auc h dieser F all auf (i)(1) (grad D � 1 (2)) zur

•

uc kzuf

•

uhren.

�

F

•

ur die imagin

•

ar-quadratisc hen F unktionenk

•

orp er k (

p

D ) bzw. k (

p

g D ) 6= k (

p

g ) mit einem

normierten quadratfreien D 2 I F

p

[ X ] erh

•

alt man f

•

ur die F

•

alle � ( � 1) = 1 und � ( � 1) = � 1

n un zusammenfassend die T ab ellen 1 und 2.
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T ab elle 1: Imagin

•

ar-quadratisc he K

•

orp er mit � ( � 1) = 1

� ( � 1) = 1: I I I I I I IV

K

•

orp er k (

p

g D ) k (

p

g D ) k (

p

g D ) k (

p

D )

grad D gerade ungerade

9 P ; grad P ungerade, P j D ? nein ja ja ja

9 u; � ( N ( u )) = � 1? ja (

p

g D ) ja (

p

g D ) ja (

p

g D ) nein

irregul

•

are enge am bige Klassen k eine

# G

+

( K ) 2

s

2

s

2

s

2

s � 1

# G ( K ) 2

s

2

s � 1

2

s � 1

2

s � 1

Anzahl enger am biger Hauptideale 1 2

Charaktere  

g D

1

 

D

2

 

D

1

 

D

2

der Zerlegungen  

D

1

 

g D

2

grad N ( � ) m. � ( N ( � )) = 1 gerade

h

+

( K ) ungerade , nie s = 1

h ( K ) ungerade , nie s = 1

h

+

( K )

h ( K )

2 1
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T ab elle 2: Imagin

•

ar-quadratisc he K

•

orp er mit � ( � 1) = � 1

� ( � 1) = � 1: I I I I I I IV

K

•

orp er k (

p

g D ) k (

p

g D ) k (

p

g D ) k (

p

D )

grad D gerade ungerade

9 P ; grad P ungerade, P j D ? nein ja ja ja

9 u; � ( N ( u )) = � 1? ja (vgl. 4.1.6) ja (vgl. 4.1.6) nein ja (

p

D )

irregul

•

are enge am bige Klassen ja k eine

# G

+

( K ) 2

s

2

s

2

s � 1

2

s

# G ( K ) 2

s

2

s � 1

2

s � 1

2

s � 1

Anzahl enger am biger Hauptideale 2 1

Charaktere  

g D

1

 

D

2

 

D

1

 

D

2

 

g D

1

 

D

2

der Zerlegungen  

D

1

 

g D

2

 

D

1

 

g D

2

grad N ( � ) m. � ( N ( � )) = 1 gerade gerade

h

+

( K ) ungerade , nie s = 1 nie

h ( K ) ungerade , nie s = 1

h

+

( K )

h ( K )

2 1 2

Die Aussagen

•

ub er die Anzahl der Gesc hlec h ter in der w eiten Idealklassengrupp e und

•

ub er

die w eite Klassenzahl wurden der T ab elle I aus [Zh ], S. 427 en tnommen.

Die Ergebnisse

•

ub er die Gesc hlec h ter und die am bigen Klassen b ez

•

uglic h der engen Klas-

senein teilung im reell-quadratisc hen F unktionenk

•

orp er K = k (

p

D ) mit der Grundeinheit

�

0

2 O

�

K

fasst die T ab elle 3 zusammen.



T eil IV. Gesc hlec h tertheorie 71

T ab elle 3: Enge Gesc hlec h ter in reell-quadratisc hen K

•

orp ern

I I I I I I IV V

N ( �

0

) g 1

� ( � 1) 1 -1 1 -1

� ( �

0

) 1 -1

irregul

•

are enge am bige Klassen k eine ja k eine

Anzahl enger am biger Hauptideale 2 4 2

# G

+

( K ) 2

s � 1

Q

K

1 2

h

+

( K ) ungerade , s = 1 nie

V ergleic h t man wiederum die Aussagen

•

ub er die engen Klassen mit denen v on Zhang

•

ub er die

w eiten Klassen, so ergibt sic h wie sc hon im imagin

•

ar-quadratisc hen F all ein Zusammenhang

dazu, ob D durc h ein P olynom ungeraden Grades teilbar ist o der nic h t.

T ab elle 4: Enge und w eite Gesc hlec h ter in reell-quadratisc hen K

•

orp ern

I I I I I I

N ( �

0

) g 1 1

9 P ; grad P ungerade, P j D ? nein nein ja

# G ( K ) 2

s � 1

2

s � 1

2

s � 2

# G

+

( K )

# G ( K )

1 1 2

h ( K ) ungerade , s = 1 nie s = 2

Als Erg

•

anzung zu den Ergebnissen v on Zhang hab en wir somit nac h 11.3.3 und 11.4.3 auc h

s

•

am tlic he Gesc hlec h tsc haraktere zur w eiten Klassenein teilung b estimm t.
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11.4.4 Lemma

Ist K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so sind die Gesc hlec h tsc haraktere

zur w eiten Klassenein teilung genau die in Satz 11.3.2 de�nierten, w elc he zu einer Zerlegung

D = D

1

D

2

mit grad D

1

� grad D

2

� 0 (2) geh

•

oren.

Ist K = k (

p

g

j

D ) ( j 2 f 0 ; 1 g ) ein imagin

•

ar-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, so sind die

Gesc hlec h tsc haraktere zur w eiten Klassenein teilu ng im F all 11.4.2 (i)(1) (grad D gerade) und

(ii)(1) genau die, w elc he zu einer Zerlegung D = D

1

D

2

mit grad D

1

� grad D

2

� 0 (2)

geh

•

oren. In den F

•

allen (i)(1) (grad D ungerade) und (ii)(3) sind dies die Gesc hlec h tsc haraktere

~

 

2

mit grad D

1

� 0 (2), und in den F

•

allen (i)(2) und (ii)(2) sind s

•

am tlic he angegeb enen

Charaktere genau die Gesc hlec h tsc haraktere zur w eiten Idealklassenein teil ung.
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Klassenzahl-Pro duktformeln

12 Klassenzahl-Pro dukte als W erte v on L

~

 

( s )

In diesem Kapitel w erden wir F ormeln f

•

ur das Pro dukt v on Klassenzahlen zw eier quadrati-

sc her F unktionenk

•

orp er aufstellen.

Unsere V orgehensw eise

•

ahnelt derjenigen im Zahlk

•

orp erfall zur Berec hn ung der sogenann ten

R elativklassenzahl biquadratisc her Zahlk

•

orp er. Hierzu v ergleic he man z.B. die Ausf

•

uhrun-

gen in [Ha2 ]. Wir un tersuc hen im w esen tlic hen den Quotien ten aus der Zeta-F unktion ei-

nes biquadratisc hen F unktionenk

•

orp ers L = k (

p

D

1

;

p

D

2

) ( D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ] teilerfremd,

grad D

1

� grad D

2

(2) und � ( D

1

) = � ( D

2

)) und der Zeta-F unktion des reell-quadratisc hen

Un terk

•

orp ers K = k (

p

D

1

D

2

) v on L . Dieser Quotien t erw eist sic h in vielen F

•

allen als L-

F unktion zu einem Gesc hlec h tsc harakter der engen Klassengrupp e v on K .

Zur Herleitung der F ormeln f

•

ur das Pro dukt der Klassenzahlen h ( D

1

) h ( D

2

) wird es daher

n

•

otig w erden, gewisse W erte v on L-F unktionen zu Gesc hlec h tsc harakteren der engen Ideal-

klassengrupp e zu b estimmen.

Wir b esc hreib en zun

•

ac hst die zugrundeliegende Ausgangssituation.

12.1 Situation

Wir b etrac h ten ein normiertes quadratfreies P olynom D 2 I F

p

[ X ] v on geradem Grad und zu

diesem eine Zerlegung D = D

1

D

2

in zw ei teilerfremde normierte F unktionen. K = k (

p

D

1

D

2

)

ist dann ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er.

Dieser sei v on n un an immer so gew

•

ahlt, da� Q

K

= 2 gilt, also enge und w eite Klassenein tei-

lung v ersc hieden sind.

Nun w

•

ahlen wir D

0

1

2 f D

1

; g D

1

g und D

0

2

2 f D

2

; g D

2

g so, da� L = k (

p

D

0

1

;

p

D

0

2

) mit den

T eilk

•

orp ern k

1

= k (

p

D

0

1

), k

2

= k (

p

D

0

2

) und K = k (

p

D

0

1

D

0

2

) = k (

p

D

1

D

2

) zu einem in 4.1.2

(iii) b esc hrieb enen imagin

•

aren biquadratisc hen bizyklisc hen F unktionenk

•

orp er o der einem

total-reellen biquadratisc hen F unktionenk

•

orp er wie in 4.1.2 (iv) wird.

Hier sind w egen grad D

0

1

� grad D

0

2

(2) die folgenden F

•

alle m

•

oglic h:

(1) grad D

0

1

� grad D

0

2

� 0 (2) und D

0

i

= g D

i

f

•

ur i = 1 ; 2. ( L imagin

•

ar)

(2) grad D

0

1

� grad D

0

2

� 1 (2) und D

0

i

= g D

i

f

•

ur i = 1 ; 2. ( L imagin

•

ar)

(3) grad D

0

1

� grad D

0

2

� 1 (2) und D

0

i

= D

i

f

•

ur i = 1 ; 2. ( L imagin

•

ar)

(4) grad D

0

1

� grad D

0

2

� 0 (2) und D

0

i

= D

i

f

•

ur i = 1 ; 2. ( L total-reell)
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Es ergibt sic h die folgende Situation:

L = k

1

k

2

= k (

p

D

0

1

;

p

D

0

2

)

�

�

�

�

� @

@

@

@

@

k

1

= k (

p

D

0

1

) k

2

= k (

p

D

0

2

) K = k (

p

D

1

D

2

)

@

@

@

@

@ �

�

�

�

�

k = I F

p

( X )

12.2 Zeta- und L-F unktionen reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er K mit

Q

K

= 2

Es sei K ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er mit der Grundeinheit �

0

2 O

�

K

und der

p ositiv en Grundeinheit �

1

2 O

�

K

. Es gelte N ( �

0

) = 1. Dann sind die enge und w eite Klassen-

ein teilung v ersc hieden, d.h. es gilt Q

K

= 2.

Nac h Lemma 8.2.3 und der Darstellung der Zeta-F unktion aus Kapitel 9.2 ist Z

K

( s ) dann

darstellbar in der F orm

Z

K

( s ) =

X

~

A 2 C ( K )

Z ( s;

~

A ) =

1

2

X

A 2 C

+

( K )

( Z ( s; A ) + Z ( s; uA )) ;

w ob ei

~

A die w eiten Idealklassen, A die engen Idealklassen durc hl

•

auft und u 2 O

K

ein Elemen t

mit � ( N ( u )) = � 1 ist.

•

Ub er die Zetafunktion

Z ( s; A ) =

X

a 2 A

1

j N ( a ) j

s

der engen Idealklasse A k ann man folgende Aussagen tre�en:

12.2.1 Lemma

Ist A 2 C

+

( K ) eine enge Idealklasse, so gilt

Z ( s; A ) =

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a

� ( N ( � ))=1

0

1

j N ( � ) j

s

und

Z ( s; uA ) =

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a

� ( N ( � ))= � 1

0

1

j N ( � ) j

s

;

w ob ei a ein b eliebiger ganzer V ertreter der Klasse A und u ein Elemen t mit � ( N ( u )) = � 1

ist.

Der Stric h an der Summe zeigt an, da� jew eils genau ein Elemen t jeder Bahn der Op eration

v on �

Z Z

1

auf a \ f x 2 K

�

j � ( N ( x )) = 1 g gew

•

ahlt w erden soll.
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Ist S ( � ) :=

�

�

die sc hon in 4.1.5 de�nierte Steigung eines Elemen ts � 2 K

�

und

S ( �

1

; �

2

1

) := f � 2 K

�

j j S ( �

1

) j � j S ( � ) j < j S ( �

2

1

) jg ;

so erh

•

alt man

Z ( s; A ) = j N ( a ) j

s

X

b 2 A

1

j N ( ab ) j

s

=

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a \ S ( �

1

;�

2

1

)

� ( N ( � ))=1

1

j N ( � ) j

s

und eb enso

Z ( s; uA ) = j N ( a ) j

s

X

b 2 A

1

j N ( ab ) j

s

=

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a \ S ( �

1

;�

2

1

)

� ( N ( � ))= � 1

1

j N ( � ) j

s

:

Beweis:

Es sei A 2 C

+

( K ) und a ein b eliebiger ganzer V ertreter der Klasse A

� 1

.

Ist dann b 2 A , so ist ab = ( � ) mit � 2 K und � ( N ( � )) = 1.

Ist umgek ehrt ( � ) durc h a teilbar, so ist ( � ) = ab mit b 2 A . ab durc hl

•

auft also

alle durc h a teilbaren Hauptideale ( � ) mit � ( N ( � )) = 1, w enn b die Ideale aus A

durc hl

•

auft.

W eiterhin ist ( � ) = ( � ) mit � ( N ( � )) = � ( N ( � )) genau dann, w enn � und � p ositiv

assoziiert sind, d.h. w enn eine Einheit � 2 O

� +

K

existiert mit � = �� . Jedes � 2 O

� +

K

hat ab er nac h 4.2.3 eine Darstellung � = a�

k

1

mit a 2 I F

�

p

und k 2 Z Z , w ob ei �

1

die

p ositiv e Grundeinheit v on K ist.

W egen j S ( �

1

) j > 1 ist j S ( �

1

) j < j S ( �

2

1

) j . Ist also �

0

2 K

�

, so gibt es zu diesem Elemen t

genau p � 1 p ositiv assoziierte Elemen te �

i

2 K

�

( i = 1 ; : : : ; p � 1) mit

j S ( �

1

) j � j S ( �

i

) j < j S ( �

2

1

) j :

Da sic h je zw ei Elemen te �

i

; �

j

2 K

�

n ur um einen F aktor aus I F

�

p

un tersc heiden,

gilt j N ( �

i

) j = j N ( �

j

) j f

•

ur alle i; j 2 f 1 ; : : : ; p � 1 g .

Die Menge

S ( �

1

; �

2

1

) := f � 2 K

�

j j S ( �

1

) j � j S ( � ) j < j S ( �

2

1

) jg

bildet demnac h einen F undamen talb ereic h f

•

ur die Op eration v on �

Z Z

1

auf K

�

. Man

erh

•

alt also zusammenfassend

Z ( s; A ) = j N ( a ) j

s

X

b 2 A

1

j N ( ab ) j

s

=

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a \ S ( �

1

;�

2

1

)

� ( N ( � ))=1

1

j N ( � ) j

s

:

Analog zeigt man

Z ( s; uA ) = j N ( a ) j

s

X

b 2 uA

1

j N ( ab ) j

s

=

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a \ S ( �

1

;�

2

1

)

� ( N ( � ))= � 1

1

j N ( � ) j

s

:

Nac h F olgerung 8.1.2 gilt A

� 1

= A . Da aufgrund der De�nition v on Z ( s; A ) dann

o�ensic h tlic h Z ( s; A ) = Z ( s; A ) = Z ( s; A

� 1

) gilt, k ann das Ideal a auc h aus A

gew

•

ahlt w erden. �



T eil V. Klassenzahl-Pro duktformeln 76

12.2.2 De�nition

Es sei X

+

irgendein F undamen talb ereic h der Op eration v on �

Z Z

1

auf K

�

, z.B. X

+

= S ( �

1

; �

2

1

),

A 2 C

+

( K ) eine enge Idealklasse und a 2 A ein b eliebiger ganzer V ertreter v on A . Dann

de�nieren wir die L-F unktion zu A durc h

L ( s; A ) := Z ( s; A ) � Z ( s; uA ) =

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a \ X

+

� ( N ( � ))

j N ( � ) j

s

:

W eiterhin sei

L

0

( s; A ) :=

j N ( a ) j

s

p � 1

X

� 2 a \ X

+

1

j N ( � ) j

s

:

Die Zeta-F unktion Z ( s; A ) l

•

a�t sic h demnac h darstellen in der F orm

Z ( s; A ) =

1

2

( L

0

( s; A ) + L ( s; A )) ;

und f

•

ur die L-F unktionen der engen Gesc hlec h tsc haraktere  gilt

L

 

( s ) =

8

>

>

<

>

>

:

1

2

P

h

+

( K )

i =1

 ( a

i

) L ( s; A

i

) ; falls  ein e chter Charakter v on C

+

( K ) ist

1

2

P

h

+

( K )

i =1

 ( a

i

)( Z ( s; A

i

) + Z ( s; uA

i

)) sonst.

12.3 Die Zetafunktion eines biquadratisc hen F unktionenk

•

orp ers

•

Ub er die Zetafunktion Z

L

( s ) v on L = k

1

k

2

mit k

i

= K (

p

D

0

i

) ( i = 1 ; 2) w ollen wir n un eine

F ormel f

•

ur das Pro dukt der Klassenzahlen h ( D

0

1

) h ( D

0

2

) herleiten.

12.3.1 De�nition

Es wird Z

L

( s ) f

•

ur Re s > 1 de�niert durc h

Z

L

( s ) :=

Y

P

(1 �

1

j N ( P ) j

s

)

� 1

:

Diese F unktion ist die Zetafunktion des K

•

orp ers L = k (

p

D

0

1

;

p

D

0

2

). Das Pro dukt v erl

•

auft

hier

•

ub er alle Primideale P � O

L

.

Das Zerlegungsv erhalten der Primideale v on K nac h L l

•

a�t sic h n un durc h das Zerlegungs-

v erhalten der Primelemen te v on k nac h k

1

bzw. k

2

b esc hreib en.

12.3.2 Satz

Ist in der Situation 12.1 Z

L

( s ) die Zetafunktion des K

•

orp ers L = k (

p

D

0

1

;

p

D

0

2

), so gilt

Z

L

( s ) = Z

K

( s ) L

 

( s ) = Z

K

( s )

Y

p

�

1 �

 ( p )

j N ( p ) j

s

�

� 1

mit der Zetafunktion Z

K

( s ) zum reell-quadratisc hen Un terk

•

orp er K v on L .
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Das Pro dukt l

•

auft

•

ub er alle Primideale p v on K und  : I ( K ) ! I R ist auf Primidealen

p � O

K

de�niert durc h

 ( p ) =

8

>

>

<

>

>

:

0 ; falls p v erzw eigt in L ,

1 ; falls p (v oll) zerlegt in L , und

� 1 ; falls p tr

•

age in L .

Die Abbildung  w erde m ultiplik ativ auf alle gebro c henen Ideale durc h

 ( p

n

1

1

� : : : � p

n

k

k

) =  ( p

1

)

n

1

� : : : �  ( p

k

)

n

k

( p

i

prim ; n

i

2 Z Z )

fortgesetzt.

Liegt in der Situation 12.1 F all (2) v or und gilt � ( � 1) = � 1 o der ist im F all (3) � ( � 1) = 1,

so handelt es sic h b ei  um den nac h 11.3.2 zur Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

origen ec h ten

Gesc hlec h tsc harakter, und es ist

L

 

( s ) = L

 

D

1

( s ) L

 

D

2

( s ) :

Im F all (4) des total-reellen biquadratisc hen K

•

orp ers L ist  der zur Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

orige Charakter, w elc her ab er sc hon ein Elemen t v on G ( K ), also k ein ec h ter Gesc hlec h ts-

c harakter v on C

+

( K ) ist.

In allen anderen F

•

allen ist  k ein Gesc hlec h tsc harakter der engen Idealklassen, ab er es gilt

L

 

( s +

� i

log p

) = L

~

 

( s ) = L

 

D

1

( s ) L

 

D

2

( s ) ;

w ob ei

~

 der zur Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

orige Charakter ist.

Beweis:

Es ist

Z

L

( s ) =

Y

P 2 L

�

1 �

1

j N ( P ) j

s

�

� 1

=

Y

p 2 K

Y

P j p

�

1 �

1

j N ( P ) j

s

�

� 1

=

Y

p v erzw.

�

1 �

1

j N ( p ) j

s

�

� 1

Y

p zerl.

�

1 �

1

j N ( p ) j

s

�

� 2

Y

p tr
•
age

�

1 �

1

j N ( p ) j

2 s

�

� 1

= Z

K

( s )

Y

p 2 K

�

1 �

 ( p )

j N ( p ) j

s

�

� 1

nac h Umsortieren der F aktoren. Da es aufgrund der T eilerfremdheit v on D

1

und D

2

k eine in L v erzw eigten Primideale v on K gibt, nimm t  n ur die W erte � 1 an.

Um die Aussagen

•

ub er  zu b ew eisen und die Zerlegung der L-F unktion nac hzu w ei-

sen, zeigen wir

( � )  ( p ) =  

0

( p ) :=

8

>

>

<

>

>

:

h

D

0

1

N ( p )

i

; falls ( N ( p ) ; D

0

1

) = 1,

h

D

0

2

N ( p )

i

; falls ( N ( p ) ; D

0

2

) = 1.
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Im F all (1) gilt dann n

•

amlic h  

0

( p ) =

h

g

N ( p )

i

~

 ( p ), w enn

~

 der zu der Zerlegung

D = D

1

D

2

geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter ist. Dann ist  k ein Gesc hlec h tsc harakter

mehr. Denn nac h Lemma 4.1.7 (i) existiert ein Elemen t � 2 O

K

mit � ( N ( � )) = 1

und grad N ( � ) � 1 (2). Hierf

•

ur gilt dann n

•

amlic h  

0

(( � )) = � 1. Dies gilt eb enso

im F all (2), falls � ( � 1) = 1 o der im F all (3), falls � ( � 1) = � 1 ist. In den anderen

F

•

allen ist o�ensic h tlic h  

0

=

~

 , also  

0

und dann auc h  ein Gesc hlec h tsc harakter

v on C

+

( K ). In den F

•

allen (2) mit � ( � 1) = � 1 und (3) mit � ( � 1) = 1 handelt es

sic h hierb ei sogar um einen ec h ten Gesc hlec h tsc harakter dieser Klassengrupp e.

Um ( � ) zu b ew eisen, reic h t es - da  und  

0

n ur die W erte � 1 annehmen - zu zeigen,

da�

 ( p ) = 1 ,  

0

( p ) = 1

f

•

ur alle Primideale p v on K gilt.

Dazu sei p \ I F

p

[ X ] = ( P ). Nac h 8.5.4 ist dann N ( p ) = P

f

mit einem f 2 f 1 ; 2 g .

" ) " Ist  ( p ) = 1, so k

•

onnen n ur die folgenden drei F

•

alle auftreten:

1) P ist tr

•

age in K , also f = 2, w oraus ab er sofort  

0

( p ) = 1 folgt.

2) P ist v erzw eigt in K . Dann m u� P ab er w egen  ( p ) = 1 in genau einem

k

i

= k (

p

D

0

i

) zerlegt sein. Es folgt f = 1 und P - D

0

i

, also  

0

( p ) =

h

D

0

i

P

i

= 1.

3) P ist in b eiden k

i

zerlegt. Dann ist f = 1 und  

0

( p ) = 1 o�ensic h tlic h.

" ( " Ist  

0

( p ) = 1, so b etrac h ten wir wieder drei F

•

alle hinsic h tlic h des Zerlegungs-

v erhaltens v on ( P ) in K .

1) Ist P tr

•

age, also f = 2, so folgt

�

D

1

D

2

P

�

= � 1 =

�

D

0

1

P

�

�

�

D

0

2

P

�

;

eines der b eiden Sym b ole

h

D

0

i

P

i

f

•

ur i = 1 ; 2 m u� also den W ert 1 hab en.

Dann folgt ab er  ( p ) = 1, denn p m u� dann in L zerlegt sein.

2) Ist P v erzw eigt in K , so gilt P j D

i

f

•

ur ein i 2 f 1 ; 2 g , ab er P - D

j

f

•

ur j 6= i ,

da D

1

und D

2

teilerfremd sind. W egen  

0

( p ) = 1 gilt dann

h

D

0

j

P

i

= 1, d.h.

P ist in k

j

zerlegt, w oraus wieder  ( p ) = 1 folgt.

3) Ist P zerlegt in K und  

0

( p ) = 1, so ist P in b eiden k

i

zerlegt. Nac h b e-

k ann ten S

•

atzen aus der algebraisc hen Zahlen theorie (s. z.B. [Sti], S. 121) ist

dann P in L v oll zerlegt, zerf

•

allt also in L in vier v ersc hiedene Primideale.

Man erh

•

alt  ( p ) = 1.

Damit ist ( � ) b ewiesen. Wir hab en w eiterhin gezeigt, da�

L

 

( s ) =

Y

p 2 K

�

1 �

 ( p )

j N ( p ) j

s

�

� 1

=

Y

P 2 I F

p

[ X ]

Y

p j P

�

1 �

 ( p )

j N ( p ) j

s

�

� 1

= L

D

0

1

( s ) L

D

0

2

( s )

gilt. Dies folgt wie im Bew eis des Satzes 11.3.2. F

•

ur die F

•

alle (2) mit � ( � 1) = � 1,

(3) mit � ( � 1) = 1 und (4) gilt somit

L

 

( s ) = L

D

0

1

( s ) L

D

0

2

( s ) = L

 

D

1

( s ) L

 

D

2

( s ) = L

~

 

( s ) :
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W egen L

D

( s +

� i

log p

) = L

g D

( s ) (vgl. Satz 9.2.3) ist in allen anderen F

•

allen

L

~

 

( s +

� i

log p

) = L

 

D

1

( s +

� i

log p

) L

 

D

2

( s +

� i

log p

) = L

g ( � 1)

grad D

1

D

1

( s ) L

g ( � 1)

grad D

2

D

2

( s )

=

8

>

>

<

>

>

:

L

g D

1

( s ) L

g D

2

( s ) in (1),

L

g D

1

( s ) L

g D

2

( s ) in (2) mit � ( � 1) = 1 und

L

D

1

( s ) L

D

2

( s ) in (3) mit � ( � 1) = � 1,

denn im letzten F all ist � ( � g ) = 1.

�

12.3.3 Satz

Es liege die zu Anfang des Kapitels 12.1 b esc hrieb ene Situation v or. Dann erh

•

alt man f

•

ur die

F

•

alle 12.1 (1)-(4) die folgenden F ormeln f

•

ur das Pro dukt der Klassenzahlen h ( D

0

1

) h ( D

0

2

):

(1) Ist

~

 der zur Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter, und ist D

1

6= 1 6= D

2

,

so gilt

h ( g D

1

) h ( g D

2

) = L

~

 

�

� i

log p

�

:

Ist

~

 der zur Zerlegung D = 1 � D geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter, also der triviale

Charakter, so ist L

~

 

( s ) = Z

K

( s ), und es gilt

h ( g D ) = ( p + 1) L

~

 

(

� i

log p

) :

(2) Ist

~

 der zur Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter, und sind D

1

; D

2

normiert und v on ungeradem Grad, so ist

h ( g D

1

) h ( g D

2

) = L

~

 

�

(1 + � ( � 1)) � i

2 log p

�

:

(3) Auc h hier gilt mit dem Gesc hlec h tsc harakter

~

 zur Zerlegung D = D

1

D

2

h ( D

1

) h ( D

2

) = L

~

 

�

(1 � � ( � 1)) � i

2 log p

�

:

(4) Ist

~

 wie in (1) der zur Zerlegung D = D

1

D

2

mit D

1

6= 1 6= D

2

geh

•

orige Gesc hlec h ts-

c harakter, so gilt

h ( D

1

) h ( D

2

) =

j

p

D j

( p � 1)

2

1

R

1

R

2

L

~

 

(1)

mit den Regulatoren R

1

; R

2

der reell-quadratisc hen K

•

orp er k (

p

D

1

) und k (

p

D

2

).
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Beweis:

Es sei

~

 der zur Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter v on C

+

( k (

p

D )).

(1) Ist

~

 nic h t der triviale Charakter, so ist nac h Satz 12.3.2

L

~

 

( s +

� i

log p

) = L

g D

1

( s ) L

g D

2

( s ) :

Mit Satz 9.3.1 (ii) gilt dann f

•

ur s = 0

L

~

 

(

� i

log p

) = L

g D

1

(0) L

g D

2

(0) = h ( g D

1

) h ( g D

2

) ;

w as die Behauptung w ar.

Ist

~

 sp eziell der zur Zerlegung D = 1 � D geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter, so

gilt

L

~

 

( s +

� i

log p

) = Z

K

( s +

� i

log p

)

Satz 9.2.4

=

1 � p

� ( s � 1)

1 + p

� ( s � 1)

Z

k (

p

g D )

( s )

und w egen

Z

k (

p

g D )

(0) = �

1

p � 1

L

g D

(0)

9.3.1 (ii)

= �

1

p � 1

h ( g D )

erh

•

alt man die Behauptung.

(2) Nac h Satz 12.3.2 ist

L

g D

1

(0) L

g D

2

(0) =

(

L

~

 

(

� i

log p

) ; falls � ( � 1) = 1,

L

~

 

(0) ; falls � ( � 1) = � 1,

und mit der F ormel f

•

ur die W erte v on L

g D

i

( s ) an der Stelle s = 0 aus Satz 9.3.1

folgt die Behauptung wie in (1).

(3) Man argumen tiert wie in (2), indem man

L

D

1

(0) L

D

2

(0) =

(

L

~

 

(

� i

log p

) ; falls � ( � 1) = � 1,

L

~

 

(0) ; falls � ( � 1) = 1

ausn utzt.

(4) Nac h Satz 9.3.2 gilt

L

~

 

(1) = L

D

1

(1) L

D

2

(1) =

h ( D

1

) h ( D

2

)( p � 1)

2

R

1

R

2

p

j D

1

j

p

j D

2

j

;

w ob ei R

i

f

•

ur i = 1 ; 2 die Regulatoren der reell-quadratisc hen K

•

orp er k (

p

D

i

)

sind. Daraus folgt die genann te F ormel f

•

ur h ( D

1

) h ( D

2

).

�
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12.3.4 Bemerkung

Die b eiden F

•

alle, in denen es sic h b ei  sc hon um einen Gesc hlec h tsc harakter der engen

Idealklassen handelt, lassen sic h f

•

ur � ( � 1) = � 1 in folgendem K

•

orp erturm zusammenfassen:

L = k

1

k

2

= k (

p

� D

1

;

p

� D

2

)

�

�

�

�

� @

@

@

@

@

k

1

= k (

p

� D

1

) k

2

= k (

p

� D

2

) K = k (

p

D

1

D

2

)

@

@

@

@

@ �

�

�

�

�

k = I F

p

( X )

Hier sieh t man w egen grad D

1

� grad D

2

� 1 (2) sofort, da� dies genau die F

•

alle sind, b ei

denen in den imagin

•

ar-quadratisc hen Erw eiterungen k

1

und k

2

k ein Elemen t u 2 O

k

i

existiert

mit � ( N ( u )) = � 1, wie wir sc hon in 4.1.6 b emerkten.

Die Herleitung v on expliziten F ormeln f

•

ur das Pro dukt obiger Klassenzahlen l

•

auft also nac h

11.2.1 und 12.2.2 auf die Berec hn ung der W erte der Zeta-F unktionen Z ( s; A ) bzw. der L-

F unktionen L ( s; A ) zu einer engen Idealklasse A an den Stellen s = 0, s = 1 und s =

� i

log p

hinaus.

13 Gitter in k

1

� k

1

Die Berec hn ung der W erte der F unktionen Z ( s; A ) und L ( s; A ) an den Stellen s = 0 und

s =

� i

log p

f

•

uhren wir un ter Zuhilfenahme der Darstellungen in 12.2.2 auf die Ein b ettung e aus

4.1.5 v on K

�

in P = k

�

1

� k

1

zur

•

uc k und b etrac h ten zu diesem Zw ec k zun

•

ac hst einmal Gitter

in k

1

� k

1

.

Wir folgen hier der V orgehensw eise v on Ha yes in [H1], passen ab er an einigen Stellen die

De�nitionen an unsere De�nition der Reduziertheit v on Elemen ten bzw. an die enge KBE-Art

an, so da� sic h Ab w eic h ungen b ei den Berec hn ungen ergeb en.

13.1 De�nition und Eigensc haften

13.1.1 De�nition

Ein Gitter � in k

1

� k

1

ist ein I F

p

[ X ]-Un termo dul v on k

1

� k

1

v om Rang 2.

Ein Gitter wird demnac h erzeugt

•

ub er I F

p

[ X ] v on zw ei k

1

-linear unabh

•

angigen V ektoren

� =

�

�

1

�

2

�

; � =

�

�

1

�

2

�

2 k

2

1

.

Wir sc hreib en dann

� = [ �; � ] = I F

p

[ X ] � + I F

p

[ X ] �

und nennen das Gitter zerstr eut , w enn f

•

ur jedes 0 6= � =

�

�

1

�

2

�

2 � gilt: �

1

6= 0 6= �

2

.
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W eiterhin de�nieren wir das V olumen von � durc h V ol(�) := j V (�) j durc h

V (�) := det

 

�

1

�

2

�

1

�

2

!

:

Ein P aar v on Basisv ektoren ( �; � ) v on � hei�t orientiert , falls � ( V ([ �; � ])) = 1 gilt.

In diesem Absc hnitt w ollen wir uns aussc hlie�lic h mit zerstreuten Gittern b efassen, auc h

w enn diese Eigensc haft nic h t immer explizit herv orgehob en wird.

13.1.2 Lemma

(i) Ist �

0

ein Un tergitter eines Gitters �, so ist #(� = �

0

) =

V ol(�

0

)

V ol (�)

.

(ii) Sind �; � 2 k

1

� k

1

zw ei V ektoren mit j S ( � ) j < j S ( � ) j , so ist � = [ �; � ] ein Gitter mit

dem V olumen V ol(�) = j �

1

�

2

j .

(iii) Sind ( �; � ) und ( �

0

; �

0

) Basen eines Gitters �, v on denen ( �; � ) orien tiert ist, und ist

T 2 GL(2; I F

p

[ X ]) die

•

Ub ergangsmatrix mit

�

�

0

�

0

�

= T

�

�

�

�

. Dann gilt

( �

0

; �

0

) ist orien tiert , T 2 SL (2; I F

p

[ X ]) :

Beweis:

Zu (i) und (ii) s. [H1 ], (2.5) und Lemma 2.6.

Die Aussage (iii) zeigt man wie in Lemma 8.4.3. �

13.1.3 Prop osition

Ist K = k (

p

D ) � k

1

ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, a = < !

1

; !

2

> ein ganzes

Ideal v on K und

�

a

= e ( a ) := [

�

!

2

!

2

�

;

�

!

1

!

1

�

] ;

so ist �

a

ein (zerstreutes) Gitter in k

2

1

mit

V ol (�

a

) = j N ( a ) jj

p

D j :

Das angegeb ene Basispaar v on �

a

ist genau dann orien tiert, w enn die Basis ( !

1

; !

2

) v on a

orien tiert ist.

Beweis:

Wir wissen aus Lemma 4.1.5, da� jedes gebro c hene Ideal a ein freier I F

p

[ X ]-Un termo dul

v on K v om Rang 2 ist.

Besitzt a die Basis ( !

1

; !

2

), so ist �

a

:= e ( a ) ein (aufgrund der Eigensc haft der

Abbildung e zerstreutes) Gitter in k

2

1

mit

V ol (�

a

) = j N ( a ) jj

p

D j

nac h De�nition der Norm des ganzen Ideals a .

Die Aussage

•

ub er die Orien tiertheit folgt sofort mit

V (�

a

) = !

1

!

2

� !

1

!

2

aus der De�nition 8.4.1 der Orien tiertheit der Basis ( !

1

; !

2

) v on a . �
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13.2 Ec k enpaare

13.2.1 De�nition

Ein geordnetes P aar v on Basis-V ektoren ( �; � ) 2 k

2

1

� k

2

1

eines Gitters � hei�t ein Eckenp aar

von �, falls folgende Bedingungen erf

•

ullt sind:

(i) sgn

�

1

�

1

2 f 1 ; g g .

(ii)

�

�

�

�

1

�

1

�

�

�
> 1 >

�

�

�

�

2

�

2

�

�

�
.

(iii) ( �; � ) ist orien tiert.

Jede Komp onen te eines Ec k enpaares v on � nenn t man Ecke von �.

13.2.2 Bemerkung

(i) Die De�nition der Ec k enpaare en tspric h t nic h t ganz der De�nition 6.1 aus [H1], S.214.

Sie wurde angepa�t an die Reduziertheit v on Elemen ten, die sp

•

ater f

•

ur die An w endung

der engen KBE gebrauc h t wird.

Dies hat, wie man sehen wird, Konsequenzen f

•

ur die V orzeic hen der Elemen te in den

folgenden Berec hn ungen.

(ii) Es sei a = < !

1

; !

2

> ein ganzes Ideal aus I ( K ). Die Basis ( !

1

; !

2

) sei orien tiert und

der Basisquotien t

!

2

!

1

2 F ( D ) sei reduziert.

Ist dann �

a

= e ( a ) = [ �; � ] wie in Prop osition 13.1.3, so ist ( �; � ) ein Ec k enpaar des

Gitters �

a

.

W eitere Eigensc haften v on Ec k enpaaren erhalten wir aus dem folgenden Satz.

13.2.3 Satz

Ist ( �; � ) 2 k

2

1

� k

2

1

ein Ec k enpaar v on �, so gilt:

(i) j S ( � ) j > j S ( � ) j .

(ii) Das P aar ( �; � ) ist sc hon durc h einen seiner V ektoren eindeutig b estimm t.

(iii) Es existiert ein V ektor � 2 k

2

1

, so da� ( � ; � ) wieder ein Ec k enpaar v on � ist.

(iv) Ist ( �

�

; �

�

) ein Ec k enpaar v on � mit

j S ( � ) j � j S ( �

�

) j < j S ( � ) j ;

so existieren c; d 2 I F

�

p

mit ( c�

�

; d�

�

) = ( �; � ).

Beweis:

(i) Diese Ungleic h ung folgt sofort aus der De�nition des Ec k enpaares.
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(ii) Seien ( �; � ) und ( �; �

�

) zw ei Ec k enpaare v on �. Dann ist die

•

Ub ergangsmatrix

S v on einem zum anderen Ec k enpaar aufgrund der Orien tiertheit ein Elemen t

v on SL (2; I F

p

[ X ]) der F orm S =

�

1 0

A �

�

mit A 2 I F

p

[ X ] und � 2 I F

�

2

p

.

Es ist also

�

�

= A� + � � :

W egen j �

1

j > j �

�

1

j und j �

1

j > j �

1

j m u� demnac h A = 0 sein, also �

�

= � � .

W eiterhin gilt sgn

�

1

�

1

; sgn

�

1

�

�

1

= sgn ( �

� 1

�

1

�

1

) 2 f 1 ; g g . W egen � 2 f 1 ; g

� 1

; g g

m u� � = 1 gelten, denn die b eiden V orzeic hen un tersc heiden sic h w enn, dann

h

•

oc hstens durc h einen quadratisc hen Nic h trest. Das k ann ab er w egen S 2

SL (2; I F

p

[ X ]) nic h t sein, w oraus die Behauptung folgt.

Ein

•

ahnlic hes Argumen t { man n utzt j �

2

j < j �

2

j aus { zeigt, da� auc h � durc h

� eindeutig b estimm t ist.

(iii) Es sei � 2 k

2

1

de�niert durc h

� � = � �

�

�

1

�

1

�

� ;

w ob ei � 2 I F

�

p

gew

•

ahlt w erde wie in De�nition 5.3.3, n

•

amlic h � = � a bzw.

� = � ag mit a = sgn ([

�

1

�

1

] �

�

1

�

1

), je nac hdem, ob a ein quadratisc her Rest o der

ein quadratisc her Nic h trest mo d p ist.

Dies en tspric h t dem ersten Sc hritt der engen KBE v on

�

1

�

1

, und es gilt

�

1

�

1

=

�

�

1

�

1

�

h

�

1

�

1

i

;

also

1) sgn (

�

1

�

1

) 2 f 1 ; g g und

2)

�

�

�

�

1

�

1

�

�

�
> 1 >

�

�

�

�

2

�

2

�

�

�
,

da ( �; � ) ein Ec k enpaar w ar.

W eiterhin ist

�

�

�

�

=

�

0 1

1

�

�

1

�

[

�

1

�

2

]

�

�

�

�

�

=: S

�

�

�

�

mit der

•

Ub ergangsmatrix S 2 GL(2; I F

p

[ X ]). Diese ist sc hon ein Elemen t v on

SL (2; I F

p

[ X ]), da �

1

�

nac h W ahl v on � 2 I F

�

p

ein quadratisc her Rest mo d p ist.

Dies b ew eist die Orien tiertheit v on ( � ; � ), w oraus man zusammen mit 1) und

2) sc hlie�t, da� es sic h b ei ( � ; � ) um ein Ec k enpaar v on � handelt.

(iv) Man w

•

ahle c 2 I F

�

p

so, da� sgn

c�

�

1

�

1

2 f 1 ; g g gilt und das Un tergitter [ c�

�

; � ]

v on � orien tiert ist. ( ~ � ; ~� ) := ( c�

�

; c�

�

) ist wieder ein Ec k enpaar v on �, und

�

1

:= [ �; ~� ], �

2

:= [ ~ � ; � ] sind Un tergitter v on � mit j S ( � ) j = j S ( ~ � ) j < j S ( ~ � ) j

und j S ( ~ � ) j = j S ( � ) j < j S ( � ) j . Es gilt also V ol(�

1

) = j �

1

~�

2

j und V ol (�

2

) = j ~�

1

�

2

j

nac h Lemma 13.1.2.

Aus eb endiesem Lemma folgt auc h

V ol(�) = j �

1

�

2

j = j ~�

1

~�

2

j ;
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so wie

l

1

:= # ( � = �

1

) =

V ol (�

1

)

V ol (�)

=

�

�

�

�

~�

2

�

2

�

�

�

�

und

l

2

:= # ( � = �

2

) =

V ol (�

2

)

V ol(�)

=

�

�

�

�

�

2

~�

2

�

�

�

�

:

Dies sind zw ei ganze Zahlen � 1 mit l

1

l

2

= 1, also l

1

= l

2

= 1.

Man erh

•

alt � = �

1

= �

2

und damit die Ungleic h ungen j �

2

j = j ~�

2

j > j ~�

2

j so wie

j ~�

1

j = j �

1

j > j �

1

j . Es ist also ( ~ � ; � ) ein Ec k enpaar v on � = �

2

, somit gilt ~� = � ,

d.h. es existiert ein c 2 I F

�

p

mit � = c�

�

.

Nac h (iii) existieren zu � und �

�

zw ei Elemen te �; �

�

2 k

2

1

, so da� ( � ; � ) und

( �

�

; �

�

) wieder Ec k enpaare v on � sind.

Kann man n un j S ( � ) j � j S ( �

�

) j < j S ( � ) j zeigen, so k ann man die v orangegan-

genen Berec hn ungen f

•

ur �

�

eb enso auf �

�

an w enden und erh

•

alt ein d 2 I F

�

p

mit

d�

�

= � .

W

•

are also j S ( �

�

) j < j S ( � ) j , so k

•

onn te man w egen

j S ( � ) j � j S ( �

�

) j < j S ( �

�

) j < j S ( � ) j

wie ob en zeigen, da� ein e 2 I F

�

p

existiert mit e�

�

= � = c�

�

, w as aufgrund der

linearen Unabh

•

angigk eit v on �

�

und �

�

ab er nic h t sein k ann.

W

•

are j S ( � ) j � j S ( �

�

) j ric h tig, so w

•

aren w egen

j S ( � ) j � j S ( �

�

) j < j S ( � ) j < j S ( � ) j � j S ( �

�

) j

auc h � und � linear abh

•

angig. Denn mit obigen Sc hlu�w eisen f

•

ur �

�

n un ange-

w andt auf � erh

•

alt man in diesem F all ein e 2 I F

�

p

mit e� = �

�

= c

� 1

� .

Es m u� also

j S ( � ) j � j S ( �

�

) j < j S ( � ) j

gelten, und diese Ungleic h ung liefert uns ein d 2 I F

�

p

mit d�

�

= � .

�

13.2.4 Prop osition

Ist K � k

1

ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er und �

1

2 O

�

K

die p ositiv e Grundeinheit

v on K , so op eriert �

Z Z

1

mittels der Multiplik ation

� � x :=

�

�x

1

�x

2

�

f

•

ur x 2 k

2

1

und � 2 K auf den Ec k en eines Gitters �, d.h. ist � = [ �; � ], so ist mit ( �; � )

auc h ( �

�

; �

�

) := ( �

1

� �; �

1

� � ) wieder ein Ec k enpaar v on �, und zw ar mit der Eigensc haft

j S ( � ) j < j S ( �

1

� � ) j .

Beweis:

Ist ( �; � ) 2 k

2

1

� k

2

1

eine Ec k e und ( �

�

; �

�

) := ( �

1

� �; �

1

� � ), so gilt

(i) sgn (

�

1

�

1

�

1

�

1

) = sgn (

�

1

�

1

) 2 f 1 ; g g .

(ii) j

�

1

�

1

�

1

�

1

j = j

�

1

�

1

j > 1 > j

�

2

�

2

j = j

�

1

�

2

�

1

�

2

j und

(iii) � ( �

1

�

1

�

1

�

2

� �

1

�

2

�

1

�

1

) = � ( N ( �

1

)) � ( V ([ �; � ])) = 1.

( �

�

; �

�

) ist also wieder ein Ec k enpaar. F erner ist j S ( �

�

) j = j S ( �

1

) S ( � ) j > j S ( � ) j , da

j S ( �

1

) j > 1 w egen j N ( �

1

) j < 1 ist. �
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13.2.5 Prop osition

Ist a = < !

1

; !

2

> ein ganzes Ideal v on K mit einer orien tierten Basis ( !

1

; !

2

) 2 K

� 2

, dessen

Basisquotien t

!

2

!

1

2 F ( D ) reduziert ist, und ist �

a

= [ 


(0)

; 


(1)

], so ist nac h Bemerkung 13.2.2

(ii) das T up el ( 


(0)

; 


(1)

) 2 k

2

1

� k

2

1

ein Ec k enpaar.

Durc h sukzessiv e An w endung v on Satz 13.2.3 (iii) erh

•

alt man somit eine Menge v on Ec k en

f 


( i )

j i 2 I N

0

g mit j S ( 


( i )

) j > j S ( 


( j )

) j f

•

ur i > j .

Es gibt dann ein � = � ( a ) und zu jedem r 2 I N

0

ein c

r

2 I F

�

p

mit

�

1

� 


( r )

= c

r

� 


( r + � )

:

Beweis:

Zusammen mit Prop osition 13.2.4 folgt dies aus Satz 13.2.3 (i) und (iv). �

13.2.6 Lemma

En tsteh t aus einem Ec k enpaar ( 


(0)

; 


(1)

) 2 k

2

1

� k

2

1

eine Menge v on Ec k en wie in Prop osition

13.2.5, und ist �

1

� 


(0)

= c

0

� 


( � )

, so ist � die minimale P erio de der engen Ketten bruc hen t-

wic klung v on




(0)

1




(1)

1

.

Beweis:

Nac h Bemerkung 6.2.1 ist die P erio de der engen KBE v on




(0)

1




(1)

1

endlic h. Es sei daher

n > 0 so gew

•

ahlt, da�




( n )

1




( n +1)

1

=




(0)

1




(1)

1

gilt.

Man hat dann also mit Z

�

0

:=




(0)

1




(1)

1

die Iden tit

•

at

Z

�

0

=

~

S

�

n

� Z

�

0

:

Hierb ei ist die Matrix

~

S

�

n

das In v erse der Matrix S

�

n

2 SL (2; I F

p

[ X ]) aus F olgerung

6.2.4 (ii), die aus der engen KBE v on Z

�

0

herv orgeh t.

Sei also � 2 I K die enge KBE-Art. Dann b esitzt die Matrix

~

S

�

n

die Darstellung

~

S

�

n

= ( �

0

� : : : � �

n � 1

)

� 1

T

�

n � 1

� : : : � T

�

0

mit

T

�

i

:=

0

@

0 �

i

1 �

�




( i )

1




( i +1)

1

�

1

A

:

Sc hreibt man Z

�

i

:=




( i )

1




( i +1)

1

, so erh

•

alt man

T

�

i

�

Z

�

i

1

�

=

�

�

i

Z

�

i

� [ Z

�

i

]

�

= ( Z

�

i

� [ Z

�

i

])

�

Z

�

i +1

1

�

= �

i




( i +2)

1




( i +1)

1

�

Z

�

i +1

1

�
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f

•

ur alle 0 � i � n � 1.

Insgesam t folgt w egen Z

�

0

= Z

�

n

die Iden tit

•

at

~

S

�

n

�

Z

�

0

1

�

= ( �

0

� : : : � �

n � 1

)

� 1

n � 1

Y

i =0

( �

i




( i +2)

1




( i +1)

1

) =




( n +1)

1




(1)

1

�

Z

�

0

1

�

:

Man hat also mit � :=




( n +1)

1




(1)

1

=




( n )

1




(0)

1

einen Eigen w ert v on

~

S

�

n

2 SL (2; I F

p

[ X ]) gefunden.

Dieses � ist daher eine Einheit aus O

K

mit � ( N ( � )) = 1. F erner ist � � 


(0)

= 


( n )

und

j S ( � ) j =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

S ( 


( n +1)

)

S ( 


(1)

)

�

�

�

�

�

> 1 ;

also existiert nac h 4.2.3 eine ganze Zahl k � 1 und ein c 2 I F

�

p

mit � = c � �

k

1

und

n = k � , � ist somit die minimale P erio de der engen KBE-Art v on Z

�

0

. �

13.2.7 Korollar

Ist � die minimale P erio de der engen KBE des reduzierten Elemen ts




(0)

1




(1)

1

, so ist

� =




( � )

1




(0)

1

bis auf einen F aktor aus I F

�

p

die p ositiv e Grundeinheit v on K .

Beweis:

Nac h Lemma 13.2.6 b esitzt die Matrix ( S

�

�

)

� 1

aus F olgerung 6.2.4 (ii) den Eigen w ert




( � )

1




(0)

1

. Dieser ist nac h Satz 7.2.2 bis auf einen F aktor aus I F

�

p

iden tisc h mit ( P

�

�

� Q

�

�




(0)

1




(1)

1

).

Somit handelt es sic h b ei




( � )

1




(0)

1

bis auf einen F aktor aus I F

�

p

um die Grundeinheit des

K

•

orp ers K . �

13.2.8 Beispiel

Wir v eri�zieren die Ergebnisse v on Beispiel 7.2.3 anhand des Korollars 13.2.7.

Zu diesem Zw ec k w

•

ahlen wir

a := < 2 ;

p

D + [

p

D ] >; also �

a

=

" 

[

p

D ] +

p

D

[

p

D ] �

p

D

!

;

�

2

2

�

#

:

Bei der Basis v on �

a

handelt es sic h nac h den Ausf

•

uhrungen in Beispiel 7.2.3 um ein Ec k en-

paar.

Nac h einer kurzen Rec hn ung erh

•

alt man:

(i)

1

4

a

2

� b 2 I F

� 2

p

: Hier ist �

�

= 1, also

� =




(1)

1




(0)

1

=

2

p

D + [

p

D ]

= 2(

1

4

a

2

� b )

� 1

(

p

D � [

p

D ]) mit N ( � ) = 4 ;

denn 


(1)

1

= 2. Dies ist in der T at bis auf einen F aktor die p ositiv e Grundeinheit v on

K , wie wir sc hon in Beispiel 7.2.3 b emerkten.
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(ii)

1

4

a

2

� b =2 I F

� 2

p

: Hier ist, wie sc hon gesehen, �

0

= g

1

4

( b �

1

4

a

2

) und �

�

= 2.

Aus Z

�

1

= g Z

�

0

=

g

2

(

p

D + [

p

D ]) errec hnet man 


(2)

1

=

2

g Z

�

0

, �

1

= �

0

und somit

� =




(2)

1




(0)

1

=

2

g ( Z

�

0

)

2

= ( g (

1

4

( b �

1

4

a

2

))

2

)

� 1

Z

�

0

2

= g

� 1

((

1

4

( b �

1

4

a

2

))

� 1

([

p

D ] �

p

D ))

2

:

Ein V ergleic h mit den Ergebnissen aus Beispiel 7.2.3 b est

•

atigt die Berec hn ungen.

14 Sektor-L-F u nkt ionen

14.1 De�nition und Eigensc haften

Ausgehend v on der Ein b ettung P v on K

�

in k

2

1

(s. 4.1.5) de�nieren wir n un die Sektor-L-

F unktionen ,

•

ub er die wir die Berec hn ung der L-F unktionen L

0

( s; A ) und L ( s; A ) v ollziehen

w erden.

14.1.1 De�nition

Sind �; � 2 P mit j S ( � ) j < j S ( � ) j gegeb en, so hei�t

X ( �; � ) := f � 2 P j j S ( � ) j � j S ( � ) j < j S ( � ) jg

der Sektor zu � und � in P und

L ( s ; �; � ) :=

V ol([ �; � ])

s

p � 1

X

� 2 X ( �;� ) \ [ �;� ]

� ( N ( � ))

j N ( � ) j

s

die Sektor-L-F unktion zum Gitter [ �; � ].

W eiterhin de�nieren wir

L

0

( s ; �; � ) :=

V ol ([ �; � ])

s

p � 1

X

� 2 X ( �;� ) \ [ �;� ]

1

j N ( � ) j

s

:

14.1.2 Bemerkung

Ist X

+

P

ein F undamen talb ereic h f

•

ur die Op eration v on �

Z Z

1

auf P und [ �; � ] = �

a

f

•

ur ein

a 2 A 2 C

+

( K ), so lassen sic h L ( s; A ) und L

0

( s; A ) nac h Prop osition 13.1.3 sc hreib en als

L ( s; A ) = j

p

D j

� s

V ol (�

a

)

p � 1

X

� 2 X

+

P

\ �

a

� ( N ( � ))

j N ( � ) j

s

und

L

0

( s; A ) = j

p

D j

� s

V ol (�

a

)

p � 1

X

� 2 X

+

P

\ �

a

1

j N ( � ) j

s

:

Lie�en sic h n un V ektoren �; � 2 P mit �

a

= [ �; � ] �nden, f

•

ur w elc he zudem X ( �; � ) = X

+

P

ein F undamen talb ereic h der gew

•

unsc h ten F orm w

•

are (et w a � 2 P b eliebig und � = �

1

� � ), so

h

•

atte man

L ( s; A ) = j

p

D j

� s

L ( s ; �; � )
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bzw.

Z ( s; A ) =

1

2

j

p

D j

� s

( L

0

( s ; �; � ) + L ( s ; �; � )) :

Diese W ahl f

•

ur � und � ist ab er i.a. nic h t m

•

oglic h.

Wie wir sp

•

ater zeigen w erden, ist es jedo c h immer m

•

oglic h, L ( s; A ) und L

0

( s; A ) und somit

auc h Z ( s; A ) als Summe gewisser Sektor-L-F unktionen ausdr

•

uc k en.

Somit w

•

are dann die Berec hn ung der W erte v on Z ( s; A ) auf die Berec hn ung der W erte der

Sektor-L-F unktionen L ( s ; �; � ) und L

0

( s ; �; � ) zur

•

uc kgef

•

uhrt.

Grundlegend hierf

•

ur ist o�ensic h tlic h die Besc hreibung der Menge X ( �; � ) \ [ �; � ] f

•

ur ein

Gitter [ �; � ], w elc he Inhalt des n un folgenden Lemmas ist.

14.1.3 Lemma

Es seien � =

�

�

1

�

2

�

; � =

�

�

1

�

2

�

2 P , � := [ �; � ] ein Gitter in k

1

� k

1

und ( �; � ) ein Ec k enpaar

v on �. Es sei X ( �; � ) der zugeh

•

orige Sektor zu � und � in P und

l

1

:= grad

�

1

�

1

; l

2

:= � grad

�

2

�

2

:

Dann sind l

1

und l

2

zw ei p ositiv e ganze Zahlen. Ist � := A� + B � mit A; B 2 I F

p

[ X ], so gilt

� =

�

�

1

�

2

�

2 � \ X ( �; � )

genau dann, w enn eine der folgenden Bedingungen erf

•

ullt ist:

(1) � l

2

< grad B � grad A < l

1

.

(2) grad A = grad B + l

2

und sgn A�

2

6= � sgn B �

2

.

(3) B 6= 0 und grad A > grad B + l

2

:

(4) B = 0.

In allen vier F

•

allen gilt sgn �

1

= sgn A�

1

, und f

•

ur sgn �

2

erh

•

alt man:

(1) sgn �

2

= sgn B �

2

(2) sgn �

2

= sgn A�

2

+ sgn B �

2

und

(3)&(4) sgn �

2

= sgn A�

2

:

Beweis:

Da� es sic h b ei l

1

und l

2

um ganze Zahlen mit l

1

; l

2

� 1 handelt, erh

•

alt man aus der

Eigensc haft

�

�

�

�

1

�

1

�

�

�
> 1 >

�

�

�

�

2

�

2

�

�

�
, denn ( �; � ) ist ein Ec k enpaar v on �.

Es gilt

j S ( � ) j � j S ( � ) j , 1 � j

�

1

�

2

S ( � ) j = j

�

1

�

2

S ( A� + B � ) j

, j A + B

�

2

�

2

j � j A + B

�

1

�

1

j :

Diese Ungleic h ung gilt im F all B = 0 f

•

ur alle A 2 I F

p

[ X ].

F

•

ur B 6= 0 ist sie

•

aquiv alen t zu

�

�

�

�

A

B

+

�

2

�

2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A

B

+

�

1

�

1

�

�

�

�

:
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W egen

�

�

�

�

�

2

�

2

�

�

�

�

> 1 >

�

�

�

�

�

1

�

1

�

�

�

�

gilt dies f

•

ur jede W ahl v on A und B 6= 0 au�er f

•

ur die P aare ( A; B ) mit

�

�

A

B

�

�

=

�

�

�

�

2

�

2

�

�

�

(also grad A � grad B = l

2

) und sgn

A

B

= � sgn

�

2

�

2

.

Die Ungleic h ung j S ( � ) j < j S ( � ) j ist nac h

•

ahnlic hen F olgerungen wie ob en

•

aquiv alen t

zu A 6= 0 und

�

�

�

�

B

A

+

�

2

�

2

�

�

�

�

<

�

�

�

�

B

A

+

�

1

�

1

�

�

�

�

:

Da j

�

2

�

2

j < 1 < j

�

1

�

1

j gilt, ist dies genau dann ric h tig, w enn

( � )

�

�

�

�

B

A

�

�

�

�

<

�

�

�

�

�

1

�

1

�

�

�

�

;

also genau dann, w enn grad B � grad A < l

1

ist.

F a�t man diese Aussagen zusammen, so erh

•

alt man

� = A� + B � 2 � \ X ( �; � )

genau dann, w enn eine der folgenden Bedingungen erf

•

ullt ist:

(1) Es ist grad A � grad B < l

2

und grad B � grad A < l

1

,

also � l

2

< grad B � grad A < l

1

o der

(2) Es gilt grad A � grad B = l

2

, ab er sgn

A

B

6= � sgn

�

2

�

2

.

(Hier gilt ( � ) w egen grad B � grad A = � l

2

< l

1

.)

(3) Es ist grad A � grad B > l

2

, w omit automatisc h wieder ( � ) aufgrund der Un-

gleic h ung grad B � grad A < � l

2

< l

1

erf

•

ullt ist.

(4) Es gilt B = 0.

Zu den W erten sgn �

1

und sgn �

2

stellt man folgendes fest:

In allen F

•

allen hab en wir j A�

1

j > j B �

1

j und somit sgn �

1

= sgn A�

1

.

Bez

•

uglic h des V orzeic hens v on �

2

gilt es, die F

•

alle (1) bis (4) getrenn t zu b etrac h ten.

(1) Hier ist j A�

2

j < j B �

2

j , d.h. sgn �

2

= sgn B �

2

.

(2) Es gilt j A�

2

j = j B �

2

j und sgn A�

2

6= � sgn B �

2

. F

•

ur das V orzeic hen v on �

2

m u�

demnac h sgn �

2

= sgn A�

2

+ sgn B �

2

gelten.

(3)&(4) Hier hab en wir j A�

2

j > j B �

2

j , also sgn �

2

= sgn A�

2

.

�

14.1.4 Satz

Un ter den V oraussetzungen und mit den Bezeic hn ungen des Lemmas 14.1.3 lassen sic h die

Sektor-L-F unktionen L ( s ; �; � ) und L

0

( s ; �; � ) f

•

ur Re s > 1 darstellen durc h

L ( s ; �; � ) =

� (

�

2

�

2

)

1 � pU

2

�

U

� l

2

� ( pU )

l

2

�
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und

L

0

( s ; �; � ) =

 

( p � 1)

1 � ( pU )

2

�

( pU )

l

1

+ ( pU )

l

2

� pU � 1

pU � 1

+

( p � 2)( pU )

l

2

1 � ( pU )

2

+

( p � 1)( pU )

l

2

1 � pU

2

�

pU

2

1 � p

2

U

2

+

U

� l

2

1 � pU

2

!

mit U := p

� s

.

Beweis:

Wir b en utzen die Bedingungen (1)-(4) aus Lemma 14.1.3 und sc hreib en

L ( s ; �; � ) =

1

p � 1

4

X

i =1

L

i

( s )

mit den F unktionen

L

i

( s ) = j V (�) j

s

X

� 2 � \ X ( �;� )

� erf. Bedingung ( i )

� ( N ( � ))

j N ( � ) j

s

bzw.

L

0

( s ; �; � ) =

1

p � 1

4

X

i =1

L

0

i

( s )

mit

L

0

i

( s ) = j V (�) j

s

X

� 2 � \ X ( �;� )

� erf. Bedingung ( i )

1

j N ( � ) j

s

:

Hierzu b emerk en wir zun

•

ac hst, da�

� ( N ( � )) = � ( �

1

) � ( �

2

)

und

j N ( � ) j = j A�

1

+ B �

1

jj A�

2

+ B �

2

j

gilt.

Wir b etrac h ten n un die einzelnen F

•

alle (1)-(4), w ob ei wir die Aussagen des Lemmas

14.1.3 zugrundelegen.

(1) In diesem F all ist j

�

2

�

2

j < j

B

A

j < j

�

1

�

1

j , also gilt sgn N ( � ) = sgn ( A�

1

B �

2

) und

j N ( � ) j = j A�

1

jj B �

2

j .

Es folgt � ( N ( � )) = � ( �

1

�

2

) � ( A ) � ( B ) und j N ( � ) j = j �

1

�

2

jj A jj B j = j V (�) jj A jj B j

nac h Lemma 13.1.2.

Damit erh

•

alt man

L

1

( s ) =

X

k

L

1

( k ; s ) ( � l

2

< k < l

1

)

mit

L

1

( k ; s ) = � ( �

1

�

2

)

X

A;B

� ( AB )

j A j

s

j B j

s

= � ( �

1

�

2

)

X

n � 0

p

� ns

p

� ( n + j k j ) s

X

A;B

� ( AB ) ;
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w ob ei die innere Summation

•

ub er alle T up el ( A; B ) mit grad A = n und

grad B = n + k f

•

ur k � 0 und andererseits

•

ub er diejenigen mit grad B = n

und grad A = n + j k j l

•

auft.

Da jedes P aar f

•

uhrender Ko e�zien ten ungleic h Null als (sgn A; sgn B ) f

•

ur genau

p

2 n + j k j

P aare auftritt, hat die Summe, falls � nic h t der Hauptc harakter ist, f

•

ur

jedes k den W ert 0. Es ist dann also L

1

( s ) = 0.

Ist jedo c h � der Hauptc harakter { diesen F all b en

•

otigen wir f

•

ur die Berec hn ung

v on L

0

( s ; �; � ) { so ist

X

A;B

� ( AB ) = ( p � 1)

2

p

2 n + j k j

;

und somit

L

1

( k ; s ) = ( p � 1)

2

p

(1 � s ) j k j

�

1

X

n =0

p

(2 � 2 s ) n

=

( p � 1)

2

( pU )

j k j

1 � ( pU )

2

f

•

ur Re s > 1. In dieser Halb eb ene erh

•

alt man dann zusammen

L

0

1

( s ) =

( p � 1)

2

1 � ( pU )

2

 

l

1

� 1

X

k =0

( pU )

k

+

l

2

� 1

X

k =0

( pU )

k

� 1

!

=

( p � 1)

2

1 � ( pU )

2

( pU )

l

1

+ ( pU )

l

2

� pU � 1

pU � 1

:

(2) In diesem F all gilt sgn �

1

= sgn A�

1

und sgn �

2

= sgn A�

2

+sgn B �

2

nac h Lemma

14.1.3 (2). Es ist dann � ( N ( � )) = � ( A�

1

) � (sgn A�

2

+ sgn B �

2

). W eiterhin ist

j

A

B

j = j

�

2

�

2

j nac h Lemma 14.1.3 (2), ab er sgn A�

2

6= � sgn B �

2

. Es gilt also

j A�

2

+ B �

2

j = j B �

2

j . W egen l

1

> � l

2

= grad B � grad A ist auc h j A�

1

j > j B �

1

j .

Man erh

•

alt j N ( � ) j = j A�

1

jj B �

2

j = j V (�) jj A jj B j wie sc hon in (1). Es ist dann

L

2

( s ) = � ( �

1

�

2

)

X

A;B

grad A =grad B + l

2

� ( A ) � (sgn A + sgn B

�

2

�

2

)

j A j

s

j B j

s

= � ( �

1

�

2

)

X

n � 0

p

� ( n + l

2

) s

p

� ns

p

2 n + l

2

X

� ;�6 =0

� + � 6=0

� ( � ) � ( � + � ) :

F

•

ur die letzte Summe ergibt sic h

X

�;� 6=0

� + � 6=0

� ( � ) � ( � + � ) =

X

�6 =0

� ( � )

X

� 6=0

� + � 6=0

� ( � + � )

=

X

�6 =0

� ( � )(

X

� + � 6=0

� ( � + � )

| {z }

=0

� � ( � ))

= �

X

�6 =0

1 = � ( p � 1) = 1 � p:

Die Reihe

•

ub er n k on v ergiert absolut f

•

ur Re s > 1, und man erh

•

alt nac h An-

w endung der geometrisc hen Reihe die Darstellung

L

2

( s ) = � ( �

1

�

2

)

(1 � p )( pU )

l

2

1 � p

2

U

2
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in dieser Halb eb ene.

Ist hier � der Hauptc harakter, so ist

X

�;� 6=0

� + � 6=0

� ( � ) � ( � + � ) = ( p � 1)( p � 2) ;

und es folgt sofort

L

0

2

( s ) =

( p � 1)( p � 2)( pU )

l

2

1 � ( pU )

2

f

•

ur Re s > 1.

(3) Hier ist sgn �

1

= sgn A�

1

, sgn �

2

= sgn A�

2

und j

B

A

j < j

�

2

�

2

j < j

�

1

�

1

j nac h Lemma

14.1.3 (3).

Es ist demnac h � ( N ( � )) = � ( A�

1

) � ( A�

2

) = � ( �

1

�

2

), j A�

1

+ B �

1

j = j A�

1

j und

j A�

2

+ B �

2

j = j A�

2

j . Daraus folgt

j N ( � ) j = j A�

1

jj A�

2

j = j �

1

�

2

jj

�

2

�

2

jj A j

2

= p

� l

2

j V (�) jj A j

2

;

w oraus man

L

3

( s ) = � ( �

1

�

2

) p

sl

2

X

A;B

grad A> grad B + l

2

1

j A j

2 s

erh

•

alt.

Setzt man n := grad A und m := grad B , so ergibt sic h f

•

ur die obige Summe

nac h Ber

•

uc ksic h tigung der Anzahl der v ork ommenden F unktionen

X

A;B

grad A> grad B + l

2

1

j A j

2 s

=

X

n>m + l

2

( p � 1)

2

p

n + m

p

� 2 ns

= ( p � 1)

2

X

m � 0

( p

2

U

2

)

m

X

n � 0

( pU

2

)

l

2

+1+ n

= ( p � 1)

2

X

m � 0

( p

2

U

2

)

m

 

( pU

2

)

l

2

+1

1 � pU

2

!

= ( p � 1)

2

( pU

2

)

l

2

1 � pU

2

pU

2

1 � p

2

U

2

f

•

ur Re s > 1, denn daf

•

ur k on v ergieren alle auftretenden Reihen absolut. Zu-

sammenfassend hat man dann w egen p

sl

2

= U

� l

2

L

3

( s ) = � ( �

1

�

2

)

( p � 1)

2

( pU )

l

2

1 � pU

2

�

pU

2

1 � p

2

U

2

und

L

0

3

( s ) =

( p � 1)

2

( pU )

l

2

1 � pU

2

�

pU

2

1 � p

2

U

2

:

(4) W egen B = 0, sgn �

1

= sgn A�

1

und sgn �

2

= sgn A�

2

ist in diesem F all

� ( N ( � )) = � ( �

1

�

2

) und j N ( � ) j = p

� l

2

j V (�) jj A j

2

. Wir erhalten
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L

4

( s ) = � ( �

1

�

2

) p

sl

2

X

A 2 I F

p

[ X ]

1

j A j

2 s

:

F

•

ur die Summe auf der rec h ten Seite der Gleic h ung erh

•

alt man

X

A 2 I F

p

[ X ]

1

j A j

2 s

= ( p � 1)

X

n � 0

p

n

p

� 2 ns

= ( p � 1)

X

n � 0

p

(1 � 2 s ) n

= ( p � 1)

X

n � 0

( pU

2

)

n

=

p � 1

1 � pU

2

in der Halb eb ene Re s >

1

2

, denn die Reihen k on v ergieren dort absolut.

Es folgt

L

4

( s ) = � ( �

1

�

2

)

( p � 1) U

� l

2

1 � pU

2

= � ( �

1

�

2

) L

0

4

( s ) :

Setzt man (1)-(4) in die F ormel f

•

ur L ( s; �; � ) bzw. L

0

( s ; �; � ) ein, so erh

•

alt man

endlic h

L ( s; �; � ) = � ( �

1

�

2

)

1

p � 1

 

(1 � p )( pU )

l

2

1 � p

2

U

2

+

( p � 1)

2

( pU )

l

2

1 � pU

2

pU

2

1 � p

2

U

2

+

( p � 1) U

� l

2

1 � pU

2

!

=

� ( �

1

�

2

)

1 � pU

2

�

U

� l

2

� ( pU )

l

2

�

und

L

0

( s ; �; � ) =

1

p � 1

 

( p � 1)

2

1 � ( pU )

2

�

( pU )

l

1

+ ( pU )

l

2

� pU � 1

pU � 1

+

( p � 1)( p � 2)( pU )

l

2

1 � ( pU )

2

+

( p � 1)

2

( pU )

l

2

1 � pU

2

�

pU

2

1 � p

2

U

2

+

( p � 1) U

� l

2

1 � pU

2

!

:

Es bleibt also n ur no c h zu zeigen, da� � ( �

1

�

2

) = � (

�

2

�

2

) gilt.

Diese Aussage erh

•

alt man aus der T atsac he, da� es sic h b ei ( �; � ) um ein Ec k enpaar

handelt. Es gilt n

•

amlic h

1

13.2.1 (iii)

= � ( �

1

�

2

� �

1

�

2

) = � ( �

1

�

2

) �

�

�

2

�

2

�

�

1

�

1

�

= � ( �

1

�

2

) �

�

�

2

�

2

�

;

denn es ist

�

�

�

�

2

�

2

�

�

�

> 1 >

�

�

�

�

1

�

1

�

�

�

w egen 13.2.1 (ii).

Daraus erh

•

alt man sc hlie�lic h � ( �

1

�

2

) = �

�

�

2

�

2

�

. �

14.2 Die Berec hn ung sp ezieller W erte v on L ( s; A ) und Z ( s; A )

14.2.1 Satz

Es sei A eine enge Idealklasse und a 2 A ein ganzes Ideal. Dieses sei so gew

•

ahlt, da� es eine

Basis b esitzt, so da� �

a

= [ 


(0)

; 


(1)

] ein Gitter mit einem Ec k enpaar ( 


(0)

; 


(1)

) ist. F erner

sei Z = Z

�

0

:=




(0)

1




(1)

1

.
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Sind dann M

�

r

f

•

ur r � 0 die P artialbr

•

uc he der engen KBE-Art und � := �

�

die P erio de der

engen KBE v on Z , so ist

L ( s; A ) = U

m

1

1 � pU

2

�

P (

1

pU

; A ) � P ( U; A )

�

mit

P ( U; A ) =

�

X

r =1

�

 




( r )

2




( r +1)

2

!

( pU )

grad




( r � 1)

1




( r )

1

=

�

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( pU )

grad M

�

r � 1

und m =

grad D

2

. W eiterhin gilt

L

0

( s; A ) =

U

m

(1 � pU )

2

 

( p � 1) � �

p ( U � 1)

2

P

0

( U; A ) + (1 � pU )

2

P

0

(

1

pU

; A )

1 � pU

2

!

mit

P

0

( U; A ) =

�

X

r =1

( pU )

grad M

�

r � 1

:

Beweis:

Es sei a = < !

1

; !

2

> 2 A ein ganzes Ideal mit einer orien tierten Basis ( !

1

; !

2

), deren

Basisquotien t

!

2

!

1

reduziert ist. �

a

= [ 


(0)

; 


(1)

] sei sein zugeh

•

origes Gitter.

O�ensic h tlic h ist dann der Sektor X ( 


(0)

; �

1

� 


(0)

) ein F undamen talb ereic h f

•

ur die

Op eration v on �

1

auf P . Dieser l

•

a�t sic h nac h Prop osition 13.2.5 und Lemma 13.2.6

darstellen als V ereinigung kleinerer Sektoren in der F orm

X ( 


(0)

; �

1

� 


(0)

) = X ( 


(0)

; c

� 1

0

�

1

� 


(0)

) =

�

[

r =1

X ( 


( r � 1)

; 


( r )

) ;

w ob ei die 


( r � 1)

; 


( r )

jew eils Ec k enpaare (insb esondere Basen) v on �

a

sind und das

c

0

2 I F

�

p

wie in Lemma 13.2.6 gew

•

ahlt sei. Nac h De�nition der Sektoren ist diese

V ereinigung disjunkt und l

•

a�t nac h Bemerkung 14.1.2 f

•

ur die L-F unktionen L ( s; A )

und L

0

( s; A ) die Darstellungen

L ( s; A ) = j

p

D j

� s

V ol (�

a

)

p � 1

X

� 2 X ( 


(0)

;�

1

� 


(0)

) \ �

a

� ( N ( � ))

j N ( � ) j

s

= j

p

D j

� s

�

X

r =1

L ( s ; 


( r � 1)

; 


( r )

)

und

L

0

( s; A ) = j

p

D j

� s

�

X

r =1

L

0

( s ; 


( r � 1)

; 


( r )

)

zu.

Zur Berec hn ung der Sektor-L-F unktionen L ( s ; 


( r � 1)

; 


( r )

) f

•

ur r � 1 nehmen wir

Lemma 14.1.3 und Satz 14.1.4 zu Hilfe.

F

•

ur r � 1 und 


( r � 1)

und 


( r )

sc hreib en wir Z

�

r � 1

=




( r � 1)

1




( r )

1

f

•

ur die v ollst

•

andigen

P artialbr

•

uc he und M

�

r � 1

= [ Z

�

r � 1

] f

•

ur die P artialbr

•

uc he, die aus der engen KBE v on

Z := Z

�

0

=




(0)

1




(1)

1

herv orgehen.

Wie in Satz 14.1.3 de�nieren wir f

•

ur r � 1 die W erte

l

1

( r ) := grad Z

�

r � 1

und l

2

( r ) := � grad Z

�

r � 1

:
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Aus Lemma 5.3.2 (i) erhalten wir dann

l

1

( r ) = grad M

�

r � 1

= l

2

( r + 1)

f

•

ur alle r � 1. Aus Satz 14.1.4 folgt

L ( s ; 


( r � 1)

; 


( r )

) =

� ( Z

�

r � 1

)

1 � pU

2

�

U

� l

2

( r )

� ( pU )

l

2

( r )

�

:

Sc hreibt man

P ( U; A ) :=

�

X

r =1

� ( Z

�

r � 1

)( pU )

l

2

( r )

� P erio de

=

�

X

r =1

� ( Z

�

r

)( pU )

l

1

( r )

;

und b en utzt die Gleic h ung

� ( Z

�

r

) = � ( Z

�

r � 1

) = � ( M

�

r � 1

) ;

die aus Lemma 5.3.5 in V erbindung mit der Reduziertheit v on Z

�

r

folgt, so erh

•

alt

man die F ormel

L ( s; A ) =

U

m

1 � pU

2

�

P (

1

pU

; A ) � P ( U; A )

�

mit

P ( U; A ) =

�

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( pU )

grad M

�

r � 1

und m =

grad D

2

, denn in diesem F all ist U

m

= j

p

D j

� s

. Eb enso erh

•

alt man mit

P

0

( U; A ) :=

�

X

r =1

( pU )

l

2

( r )

=

�

X

r =1

( pU )

l

1

( r )

die F ormel

L

0

( s; A ) =

U

m

(1 � pU )

2

�

X

r =1

 

( p � 1)( pU + 1)

pU + 1

�

( p � 1)(( pU )

l

1

+ ( pU )

l

2

)

1 + pU

+

( p � 2)( pU )

l

2

(1 � pU )

1 + pU

+

( p � 1)( pU )

l

2

(1 � pU ) pU

2

(1 � pU

2

)(1 + pU )

+

U

� l

2

(1 � pU )

2

1 � pU

2

!

=

U

m

(1 � pU )

2

�

( p � 1) � +

P

0

( U; A )(( � 2( p � 1) + ( p � 2)(1 � pU ))(1 � pU

2

)

(1 + pU )(1 � pU

2

)

+

( p � 1)(1 � pU ) pU

2

+ (1 � pU )

2

(1 + pU ) P

0

(

1

pU

; A )

(1 + pU )(1 � pU

2

)

!

=

U

m

(1 � pU )

2

 

( p � 1) � �

p ( U � 1)

2

P

0

( U; A ) + (1 � pU )

2

P

0

(

1

pU

; A )

1 � pU

2

!

:

�
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14.2.2 Lemma

Ist K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er und A 2 C

+

( K ), so l

•

a�t sic h L ( s; A )

zu einer auf ganz C I holomorphen F unktion v on s fortsetzen und erf

•

ullt die F unktionalglei-

c h ung

L (1 � s; A ) = p

1 � 2 s

p

m (2 s � 1)

L ( s; A )

mit m :=

grad D

2

.

Ist U := p

� s

, so handelt es sic h b ei L ( s; A ) um ein P olynom in Z Z [ U ], d.h. insb esondere gilt

L (1 � n; A ) 2 Z Z

f

•

ur alle n � 1.

Beweis:

Die F unktion

L ( s; A ) =

U

m

1 � pU

2

�

P (

1

pU

; A ) � P ( U; A )

�

b esitzt o�ensic h tlic h h

•

oc hstens b ei s =

1

2

+

� ik

log p

f

•

ur k 2 Z Z isolierte Singularit

•

aten.

W egen

lim

s !

1

2

+

� ik

log p

( s � (

1

2

+

� ik

log p

)) L ( s; A ) = lim

s !

1

2

+

� ik

log p

 

( s � (

1

2

+

� ik

log p

)) p

� sm

1 � p

1 � 2 s

!

� lim

s !

1

2

+

� ik

log p

( P (

1

p

1 � s

; A ) � P ( p

� s

; A ))

=

p

�

1

2

m

2 log p

( P (( � 1)

k

p

�

1

2

; A ) � P (( � 1)

k

p

�

1

2

; A ))

= 0

sind diese s

•

am tlic h hebbar, L ( s; A ) ist also als F unktion v on s in die ganze k omplexe

Eb ene holomorph fortsetzbar.

Beim

•

Ub ergang s 7! 1 � s geh t U = p

� s

•

ub er in p

s � 1

=

1

pU

, das b edeutet

L (1 � s; A ) =

( pU )

� m

1 �

1

pU

2

( P ( U; A ) � P (

1

pU

; A ))

=

pU

2

( pU )

� m

1 � pU

2

( P (

1

pU

; A ) � P ( U; A ))

= p

1 � 2 s

p

� m

p

2 sm

U

m

1 � pU

2

( P (

1

pU

; A ) � P ( U; A ))

= p

1 � 2 s

p

m (2 s � 1)

L ( s; A ) ;

und en tspric h t der b ehaupteten F unktionalgleic h ung.

In den Bezeic hn ungen des Satzes 14.2.1 ist

P ( U; A ) =

�

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( pU )

grad M

�

r � 1

;

also

P (

1

pU

; A ) =

�

X

r =1

� ( M

�

r � 1

) U

� grad M

�

r � 1

:
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Daraus folgt

P (

1

pU

; A ) � P ( U; A ) =

�

X

r =1

� ( M

�

r � 1

) U

� grad M

�

r � 1

(1 � ( pU

2

)

grad M

�

r � 1

) :

Nac h Prop osition 6.1.2 (iii) ist grad M

�

r � 1

� m , und zusammen mit grad M

�

r � 1

� 1

erh

•

alt man

L ( s; A ) =

U

m

1 � pU

2

�

P (

1

pU

; A ) � P ( U; A )

�

=

�

X

r =1

� ( M

�

r � 1

) U

m � grad M

�

r � 1

 

1 � ( pU

2

)

grad M

�

r � 1

1 � pU

2

!

| {z }

2 Z Z[ U ]

2 Z Z [ U ] :

Ist s = n � 1, so hat man also p

� (1 � s )

= p

n � 1

, w as b edeutet, da� L (1 � n; A ) f

•

ur

n � 1 n ur ganzzahlige W erte annimm t. �

14.2.3 Satz

Es sei A 2 C

+

( K ) und a = < !

1

; !

2

> 2 A ein ganzes Ideal mit einer orien tierten Basis

( !

1

; !

2

), deren Basisquotien t

!

2

!

1

reduziert ist. Dann ist �

a

= [ 


(0)

; 


(1)

] mit einem Ec k enpaar

( 


(0)

; 


(1)

). Es sei ferner Z := Z

�

0

=




(0)

1




(1)

1

. Dann erh

•

alt man die F ormeln

L (1 ; A ) = p

1 � m

�

�

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

= p

1 � m

L (0 ; A )

und

L (

� i

log p

; A ) = ( � 1)

m

�

�

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

� ( M

�

r � 1

)

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

;

w ob ei M

�

r � 1

f

•

ur r � 1 die P artialbr

•

uc he und �

�

die P erio de der engen KBE v on Z sind.

Beweis:

Ist U = p

� s

und s = 0, so folgt U = 1. Eingesetzt in die F ormel aus Satz 14.2.1

erh

•

alt man dann mit � = �

�

die Iden tit

•

at

L (0 ; A ) =

1

1 � p

 

�

�

X

i =1

� ( M

�

r � 1

) �

�

�

X

i =1

� ( M

�

r � 1

) p

grad M

�

r � 1

!

=

�

�

X

i =1

� ( M

�

r � 1

)

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

;

und die Aussage f

•

ur L (1 ; A ) folgt dann aus der F unktionalgleic h ung aus Lemma

14.2.2. F

•

ur s =

� i

log p

ist U = � 1. Ab ermaliges Einsetzen in die F ormel aus Satz

14.2.1 liefert die Behauptung. �

•

Ub er Satz 14.2.3 l

•

a�t sic h die Br

•

uc k e sc hlagen zum klassisc hen, d.h. zum Zahlk

•

orp erfall. Hier

f

•

uhrt (vgl. [Zag2 ], S. 126�.) die Un tersuc h ung der engen Idealklassen zu Aussagen, w elc he

sic h am einfac hsten mit Hilfe der negativ en Ketten bruc hen t wic klung ausdr

•

uc k en lassen.
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In unserem F all stellt man zum einen fest, da� sic h in der F ormel des Satzes 14.2.3 die P erio de

�

�

der engen Ketten bruc hen t wic klung durc h die Quadratp erio de �

�

der negativ en KBE des

Elemen ts Z ersetzen l

•

a�t.

Zum anderen bleibt die F ormel g

•

ultig, w enn man die P artialbr

•

uc he M

�

r � 1

der engen KBE

durc h die P artialbr

•

uc he M

�

r � 1

der negativ en KBE v on Z ersetzt.

Dies sieh t man wie folgt ein:

Die Gleic h ung �

�

= �

�

wurde sc hon in 6.2.2 hergeleitet. Da� die Grade der P artialbr

•

uc he

M

�

r � 1

und M

�

r � 1

gleic h sind, liegt daran, da� sie sic h w egen Lemma 5.1.3 h

•

oc hstens um einen

F aktor aus I F

�

p

un tersc heiden. Es bleibt also zu zeigen, da�

� ( M

�

r

) = � ( M

�

r

)

f

•

ur alle r � 0 ric h tig ist.

F

•

ur r � 0 sei dazu M

+

r

= �

r

M

�

r

mit den �

r

2 I F

�

p

, w elc he man nac h Lemma 5.1.3 aus der

engen KBE erh

•

alt.

Aus F olgerung 5.1.4 folgt dann zun

•

ac hst

� ( M

�

r

) = � (( � 1)

r

M

+

r

) = � ( � 1)

r

� ( �

r

M

�

r

) :

Un ter V erw endung v on Lemma 5.1.3 erh

•

alt man f

•

ur ungerade r � 1

� ( �

r

) = �

0

@

r � 1

2

Y

i =0

�

2 i � 1

�

2 i

1

A

� ( � )= � ( �

� 1

)

= �

 

r � 1

Y

i =0

�

i

!

= � ( � 1)

r

;

denn es ist � ' ( � 1)

r � 0

.

Ist r hingegen gerade, so ergibt sic h mit denselb en Sc hlu�w eisen

� ( �

r

) = �

0

@

r

2

� 1

Y

i =0

�

2 i � 1

�

2 i

1

A

= �

 

r � 1

Y

i =0

�

i

!

= � ( � 1)

r

:

Damit ist � ( M

�

r

) = � ( � 1)

2 r

� ( M

�

r

) = � ( M

�

r

), und wir hab en b ewiesen:

14.2.4 F olgerung

Un ter den V oraussetzungen des Satzes 14.2.3 gilt

L (0 ; A ) =

�

�

X

i =1

� ( M

�

r � 1

)

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

= p

m � 1

L (1 ; A )

und

L (

� i

log p

; A ) = ( � 1)

m

�

�

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

� ( M

�

r � 1

)

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

;

w ob ei �

�

die Quadratp erio de und M

�

r � 1

die P artialbr

•

uc he der negativ en KBE des Elemen ts

Z =




(0)

1




(1)

1

aus Satz 14.2.3 sind.

Ben utzt man auc h f

•

ur die Darstellung der F unktion L

0

( s; A ) die P erio de und die P artialbr

•

uc he

der negativ en KBE wie in 14.2.4, so erh

•

alt man den
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14.2.5 Satz

Sind Z

�

r � 1

, M

�

r � 1

und �

�

f

•

ur r � 1 wie in F olgerung 14.2.4 gew

•

ahlt, so b esitzt die F unktion

L

0

( s; A ) die Darstellung

L

0

( s; A ) =

U

m

(1 � pU )

2

 

( p � 1) �

�

�

p ( U � 1)

2

P

0

( U; A )

1 � pU

2

+

(1 � pU )

2

P

0

(

1

pU

; A )

1 � pU

2

!

mit

P

0

( U; A ) =

�

�

X

r =1

( pU )

grad M

�

r � 1

:

Als F unktion v on s ist sie auf ganz C I holomorph mit Ausnahme einfac her P ole an den Stellen

s = 1 +

2 � i

log p

f

•

ur n 2 Z Z mit den Residuen

a

� 1

( K ) :=

p � 1

p

m

log p

R

K

;

w elc he n ur v on K , nic h t ab er v on der engen Idealklasse A abh

•

angen. Ist

L

0

( s; A ) =

a

� 1

( K )

s � 1

+ a

0

( A ) + a

1

( A )( s � 1) + :::

die Lauren t-En t wic klung v on L

0

( s; A ) in s = 1, so erh

•

alt man f

•

ur a

0

( A ) die F ormel

a

0

( A ) = p

1 � m

�

�

X

r =1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

�

( p � 1)

2 p

m

 

2( m � 1) R

K

+

�

�

X

r =1

(grad M

�

r � 1

)

2

!

:

Die W erte v on L

0

( s; A ) an den Stellen s = 0 und s =

� i

log p

sind gegeb en durc h

L

0

(0 ; A ) = 0 und L

0

(

� i

log p

; A ) =

( � 1)

m

( p + 1)

2

 

4 p

�

�

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

+ 2 W ( p � 1)

!

;

w ob ei die Zahl W 2 I N

0

de�niert ist durc h

W := # f M

�

r � 1

j r 2 f 1 ; : : : ; �

�

g ; grad M

�

r � 1

ungerade g :

Beweis:

Die F unktion L

0

( s; A ) b esitzt o�ensic h tlic h isolierte Singularit

•

aten an den Stellen

z

k

:=

1

2

+

� ik

log p

und s

k

:= 1 +

2 � ik

log p

( k 2 Z Z ). Da� die Singularit

•

aten in den Stellen z

k

( k 2 Z Z ) s

•

am tlic h hebbar sind, sieh t man wie in Lemma 14.2.2. Bei den s

k

( k 2 Z Z )

handelt es sic h jedo c h um P ole erster Ordn ung. Dies sieh t man wie folgt ein:

Die F unktion (1 � pU )

2

L

0

( s; A ) hat w egen P

0

(

1

p

; A ) = �

�

eine Nullstelle b ei U =

1

p

,

d.h. b ei L

0

( s; A ) handelt es sic h um eine rationale F unktion v on U mit (1 � pU )

im Nenner. Ist also L

0

( s; A ) = F ( U ) und setzen wir l

1

( r ) := grad M

�

r � 1

, so ist das

Residuum v on F in U =

1

p

gegeb en durc h

Res ( F ( U ) ; U =

1

p

) = lim

U !

1

p

U

m

( U �

1

p

)

1 � pU

lim

U !

1

p

( p � 1) �

�

(1 � pU

2

) � p ( U � 1)

2

P

0

( U; A )

(1 � pU )(1 � pU

2

)

L'Hospital

=

� 1

p

1+ m

�

� 2 �

�

2 p (

1

p

� 1) P

0

(

1

p

; A ) � p (

1

p

� 1)

2

P

�

�

r =1

l

1

( r ) p

l

1

( r )

(

1

p

)

l

1

( r ) � 1

1 �

1

p

=

1 � p

p

1+ m

�

�

X

r =1

l

1

( r ) =

1 � p

p

1+ m

�

�

X

r =1

( � grad Z

�

r � 1

) ;
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denn es ist

�

�

X

r =1

grad M

�

r � 1

=

�

�

X

r =1

grad Z

�

r � 1

5 : 3 : 2

=

�

�

X

r =1

� grad Z

�

r

�

�

Qu.-P er.

=

�

�

X

r =1

� grad Z

�

r � 1

:

W eiterhin gilt

1 � p

p

1+ m

�

�

X

r =1

� grad Z

�

r � 1

=

1 � p

p

1+ m

�

�

X

r =1

(grad 


( r )

2

� grad 


( r � 1)

2

) =

1 � p

p

1+ m

grad

 




( �

�

)

2




(0)

2

!

13.2.7

=

1 � p

p

1+ m

grad �

1

;

denn nac h 6.2.2 ist �

�

= �

�

= � aus 13.2.7. Es ist n un

Res( L

0

( s; A ) ; s = 1) =

� p

log p

Res( F ( U ) ; U =

1

p

) ;

w oraus die Behauptung

•

ub er das Residuum v on L

0

( s; A ) an der Stelle s = 1 folgt,

w enn man no c h die Gleic h ung

grad �

1

Q

K

=2

= grad �

0

= R

K

ein bringt. Das Residuum h

•

angt somit nic h t v on der Klasse A , sondern lediglic h v om

K

•

orp er K ab. Wir b ezeic hnen es fortan mit a

� 1

( K ).

Ist also L

0

( s; A ) =

a

� 1

( K )

s � 1

+ a

0

( A ) + a

1

( A )( s � 1) + ::: die Lauren ten t wic klung v on

L

0

( s; A ) in s = 1, so k ann man den W ert a

0

( A ) = lim

s ! 1

�

L

0

( s; A ) �

a

� 1

( K )

s � 1

�

b e-

rec hnen. Dazu sei s > 1 reell. Mit F wie ob en gilt

a

0

( A ) = lim

s ! 1

�

L

0

( s; A ) �

a

� 1

( K )

s � 1

�

= lim

U !

1

p

�

F ( U ) +

a

� 1

( K ) log p

log pU

�

;

denn es ist

1

s � 1

= �

log p

log pU

f

•

ur U = p

� s

und reelles s > 1. Wir hab en also

a

0

( A ) = lim

U !

1

p

�

U

m

(1 � pU )

2

�

( p � 1) � �

�

�

p ( U � 1)

2

P

0

( U; A )

1 � pU

2

�

+

( p � 1) R

K

p

m

log pU

�

+

p

1 � m

P

0

(1 ; A )

p � 1

= lim

U !

1

p

�

U

m

(1 � pU )

2

�

p ( U � 1)

2

( P

0

( U; A ) � �

�

)

pU

2

� 1

�

+

( p � 1) R

K

p

m

log pU

�

+

p

1 � m

( P

0

(1 ; A ) � �

�

)

p � 1

;

w oraus nac h Multiplik ation mit p

m

folgt

p

m

a

0

( A ) � p

P

0

(1 ; A ) � �

�

p � 1

= lim

U !

1

p

�

( pU )

m

( pU � p )

2

( P

0

( U; A ) � �

�

)

(1 � pU )

2

(( pU )

2

� p )

+

( p � 1) R

K

log pU

�

x := pU

= lim

x ! 1

�

f ( x )

x � 1

+

( p � 1) R

K

log x

�

mit

f ( x ) :=

x

m

( x � p )

2

x

2

� p

�

P

0

(

x

p

; A ) � �

�

x � 1

:



T eil V. Klassenzahl-Pro duktformeln 102

Es ist ab er

P

0

(

x

p

; A ) � �

�

x � 1

=

�

�

X

r =1

1 � x

grad M

�

r � 1

1 � x

=

�

�

X

r =1

grad M

�

r � 1

� 1

X

i =0

x

i

;

demnac h

f (1) =

(1 � p )

2

1 � p

�

�

X

r =1

grad M

r � 1

=

(1 � p )

2

1 � p

�

�

X

r =1

� grad Z

�

r � 1

= � ( p � 1) R

K

mit denselb en Sc hl

•

ussen wie ob en.

Die F unktion

1

log x

l

•

a�t sic h b ek ann tlic h darstellen in der F orm

1

log x

=

1

x � 1

+

1

2

+ h ( x ) ;

w ob ei h eine in 1 stetige F unktion mit h (1) = 0 ist. Daraus folgt

p

m

a

0

( A ) � p

P

0

(1 ; A ) � �

�

p � 1

= lim

x ! 1

�

f ( x )

x � 1

+

( p � 1) R

K

log x

�

= lim

x ! 1

�

f ( x ) � f (1)

x � 1

+

( p � 1) R

K

2

�

= f

0

(1) +

( p � 1) R

K

2

:

F

•

ur f

0

(1) b erec hnet man

f

0

( x ) j

x =1

=

�

x

m

( x � p )

2

x

2

� p

�

0
�

�

X

r =1

grad M

�

r � 1

� 1

X

i =0

x

i

�

�

�

�

�

�

�

x =1

+

�

�

X

r =1

grad M

�

r � 1

� 1

X

i =0

( i + 1) x

i

�

x

m

( x � p )

2

x

2

� p

�
�

�

�

�

x =1

= R

K

�

( mx

m � 1

( x � p )

2

+ 2( x � p ) x

m

)( x

2

� p ) � 2 x ( x

m

( x � p )

2

)

( x

2

� p )

2

�

�

�

�

x =1

+

�

�

X

r =1

(grad M

�

r � 1

� 1)grad M

�

r � 1

2

(1 � p )

= m (1 � p ) +

1 � p

2

�

�

X

r =1

(grad M

�

r � 1

)

2

+ ( p � 1)

R

K

2

= ( p � 1)(

R

K

2

� mR

K

�

1

2

�

�

X

r =1

(grad M

�

r � 1

)

2

) :

Setzen wir dies in die letzte Gleic h ung ein und formen nac h a

0

( A ) um, so gilt

a

0

( A ) =

p

1 � m

p � 1

( P

0

(1 ; A ) � �

�

) �

p � 1

2 p

m

(2( m � 1) R

K

+

�

�

X

r =1

(grad M

�

r � 1

)

2

)

= p

1 � m

�

�

X

r =1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

�

( p � 1)

2 p

m

 

2( m � 1) R

K

+

�

�

X

r =1

(grad M

�

r � 1

)

2

!

:

Da es sic h b ei L

0

( s; A ) um eine rationale F unktion v on U = p

� s

handelt, ist sie

p erio disc h mit der P erio de

2 � i

log p

, und somit sind mit s = 1 auc h alle s = 1 +

2 � ik

log p

einfac he P ole mit demselb en Residuum wie an der Stelle s = 1. Der W ert v on
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L

0

( s; A ) an der Stelle s = 0 ist gegeb en durc h den W ert v on F ( U ) an der Stelle

U = 1, und man sieh t leic h t, da� F (1) = L

0

(0 ; A ) = 0 gilt.

s =

� i

log p

en tspric h t dem W ert U = � 1, und es folgt

L

0

(

� i

log p

; A ) =

( � 1)

m

( p + 1)

2

 

( p � 1) �

�

+

4 p

P

�

�

r =1

( � p )

grad M

�

r � 1

p � 1

�

( p + 1)

2

P

�

�

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

p � 1

!

=

( � 1)

m

( p + 1)

2

0

@

( p � 1) �

�

+

4 p

�

P

�

�

r =1

( � p )

grad M

�

r � 1

� ( � 1)

grad M

�

r � 1

�

p � 1

�

( p � 1)

2

P

�

�

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

p � 1

!

=

( � 1)

m

( p + 1)

2

 

4 p

�

�

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

+ ( p � 1)

�

�

X

r =1

�

1 � ( � 1)

grad M

�

r � 1

�

!

=

( � 1)

m

( p + 1)

2

 

4 p

�

�

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

+ 2 W ( p � 1)

!

mit

W := # f M

�

r � 1

j r 2 f 1 ; : : : ; �

�

g ; grad M

�

r � 1

ungerade g :

�

Nun lassen sic h die v orangegangenen Beobac h tungen zu F eststellungen

•

ub er die Zeta-F unktion

Z ( s; A ) einer engen Idealklasse zusammenfassen.

14.2.6 Satz

Es sei A 2 C

+

( K ) eine enge Idealklasse. Dann ist die Zetafunktion Z ( s; A ) eine rationale

F unktion in U = p

� s

. Diese ist holomorph auf ganz C I mit Ausnahme einfac her P ole an den

Stellen s = 1 +

2 � ik

log p

f

•

ur k 2 Z Z mit den Residuen

Res ( Z ( s; A ) ; s = 1 +

2 � ik

log p

) =

( p � 1)

2 log p

�

R

K

j

p

D j

:

Es sei b

� 1

( K ) := Res ( Z ( s; A ) ; s = 1). Ist dann

Z ( s; A ) =

b

� 1

( K )

s � 1

+ b

0

( A ) + b

1

( A )( s � 1) + :::

die Lauren ten t wic klung v on Z ( s; A ) um s = 1, so erh

•

alt man den W ert b

0

( A ) durc h

b

0

( A ) = lim

s ! 1

�

Z ( s; A ) �

b

� 1

( K )

s � 1

�

=

1

2

( a

0

( A ) + L (1 ; A ))

=

1

2

p

1 � m

 

�

�

X

r =1

(1 + � ( M

�

r � 1

))

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

!

�

p � 1

4 p

m

((2( m � 1) R

K

+

�

�

X

r =1

(grad M

�

r � 1

)

2

)

mit den Bezeic hn ungen aus Satz 14.2.5. F

•

ur die Zetafunktion Z

K

( s ) gilt also

lim

s ! 1

( s � 1) Z

K

( s ) =

h

+

( K )( p � 1) R

K

2 log p j

p

D j

;
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w as die in 9.3.1 und 9.3.2 angef

•

uhrten Ar tin sc hen Aussagen f

•

ur den reell-quadratisc hen F all

mit Q

K

= 2 b est

•

atigt.

Beweis:

Die Aussagen folgen aus Satz 14.2.5, 14.2.1 und den Darstellungen

Z ( s; A

i

) =

1

2

( L

0

( s; A

i

) + L ( s; A

i

)) bzw. Z

K

( s ) =

h

+

( K )

X

i =1

Z ( s; A

i

)

mit den engen Idealklassen A

i

2 C

+

( K ) f

•

ur i = 1 ; : : : ; h

+

( K ). �

14.2.7 Bemerkung

In Analogie zum quadratisc hen Zahlk

•

orp erfall k ann man die F ormel f

•

ur den W ert b

0

( A ) zu

einer engen Idealklasse A durc haus als Kr onecker - Gr enzformel au�assen.

Erste F ormeln dieser Art f

•

ur den F all eines imagin

•

ar-quadratisc hen Zahlk

•

orp ers �ndet man

b ei L. Kr onecker in [Kron ].

Sp ezielle F ormen und An w endungen der Kr onecker -Grenzformeln in imagin

•

ar-quadratisc hen

Zahlk

•

orp ern �nden sic h b ei Siegel in [Sie1 ], S. 1-17 und Za gier in [Zag1 ], S. 156-160.

Im Jahre 1917 b en utzte E. Hecke die F ormeln v on Kr onecker , um zu Ergebnissen im

reell-quadratisc hen Zahlk

•

orp erfall zu k ommen (s. [He]). Besc h

•

aftigten sic h Kr onecker und

Hecke aussc hlie�lic h mit der w eiten Klassenein teilun g, so w andte Meyer in [Mey] zum er-

sten Mal die Metho den v on Hecke auf die Zetafunktion einer engen Idealklasse an. Hab en

alle Einheiten p ositiv e Norm, so ist jede w eite Idealklasse

~

A (wie auc h im F unktionenk

•

orp er-

fall) die V ereinigung zw eier enger Idealklassen A und � A , w ob ei � die enge Idealklasse aller

Hauptideale ( � ) mit N ( � ) < 0 ist. Es gilt dann b

0

( A ) + b

0

(� A ) = b

0

(

~

A ) f

•

ur die Kronec k er-

Grenzw erte der Idealklassen.

Meyer b erec hnete die Di�erenz b

0

( A ) � b

0

(� A ). Bei dieser handelt es sic h um den W ert

der L-F unktion zur engen Idealklasse A an der Stelle 1. Da� sic h diese Di�erenz im reell-

quadratisc hen Zahlk

•

orp erfall mit Hilfe der negativ en Ketten bruc hen t wic klung eines reduzier-

ten Elemen ts ausdr

•

uc k en l

•

a�t, stellte Za gier fest und f

•

uhrte dies in [Zag1 ] aus.

Dies en tspric h t genau den Ergebnissen, w elc he im F all Q

K

= 2 aus 14.2.6 und 14.2.3 f

•

ur den

F unktionenk

•

orp erfall folgen. Es gilt n

•

amlic h

L (1 ; A ) = b

0

( A ) � b

0

( uA ) = p

1 � m

�

�

X

r =1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

in den Bezeic hn ungen v on 14.2.3 und 14.2.4.

D.h. auc h hier l

•

a�t sic h die Di�erenz b

0

( A ) � b

0

( uA ) mit Hilfe der P artialbr

•

uc he der negativ en

KBE eines reduzierten Elemen ts ausdr

•

uc k en.

Erste Kr onecker sc he Grenzformeln f

•

ur w eite Idealklassen in reell-quadratisc hen F unktio-

nenk

•

orp ern �ndet man (allerdings ohne Bew eis) in [Gz ], S. 58.

Wie wir im n

•

ac hsten Kapitel sehen w erden, spielen so w ohl die Kronec k er-Grenzw erte b

0

( A )

als auc h die Di�erenzen b

0

( A ) � b

0

( uA ) zu A 2 C

+

( K ) eine gro�e Rolle b ei der Berec hn ung

des Pro dukts der Klassenzahlen zw eier quadratisc her F unktionenk

•

orp er.
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15 Klassenzahl-Pro duktformeln mit negativ er Ketten bruc h-

en t wic klung

15.1 Der allgemeine F all

Da wir die W erte der L -F unktionen zu den engen Idealklassen an den Stellen s = 0 und

s =

� i

log p

b estimm t hab en, k

•

onnen wir die Pro dukte der Klassenzahlen imagin

•

ar- und reell-

quadratisc her F unktionenk

•

orp er der F

•

alle 12.3.3 (1)-(4) anhand der negativ en KBE der Quo-

tien ten aus Basiselemen ten geeigneter V ertreter der engen Idealklassen b estimmen.

Dazu sei K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er, h

+

( K ) seine enge Klassenzahl

und f a

1

; : : : ; a

h

+

( K )

g ein V ertretersystem der Idealklassen aus ganzen reduzierten Idealen

v on K . Es seien a

i

= < !

( i )

1

; !

( i )

2

> so gew

•

ahlt, da� die Basen ( !

( i )

1

; !

( i )

2

) orien tiert und die

Quotien ten Z

( i )

:=

!

( i )

2

!

( i )

1

2 F ( D ) reduziert sind.

Betrac h ten wir n un eine der engen Idealklassen A

i

2 C

+

( k (

p

D )) und den zugeh

•

origen re-

duzierten V ertreter Z

( i )

2 F ( D ), so l

•

a�t sic h { da wir Q

K

= 2 v oraussetzen w ollen { ein

V ertreter der Klasse uA

i

leic h t b estimmen.

15.1.1 Lemma

Es sei Q

K

= 2 und Z

( i )

2 F ( D ) ein wie ob en b estimm ter reduzierter V ertreter der engen

Idealklasse A

i

.

Dann ist

~

Z

( i )

:=

(

g Z

( i )

; falls sgn Z

( i )

= 1 ;

g

� 1

Z

( i )

; falls sgn Z

( i )

= g

2 F ( D )

ein reduzierter V ertreter der Klasse uA

i

.

W eiterhin gilt

�

�

( Z

( i )

) = �

�

(

~

Z

( i )

) ; grad M

( i ) �

r � 1

= grad

~

M

( i ) �

r � 1

und � ( M

( i ) �

r � 1

) = � � (

~

M

( i ) �

r � 1

) ( r � 1)

f

•

ur die P artialbr

•

uc he M

( i ) �

r � 1

und

~

M

( i ) �

r � 1

der negativ en KBE v on Z

( i )

und

~

Z

( i )

.

Beweis:

Zun

•

ac hst stellt man fest, da� Z

( i )

�

~

Z

( i )

gilt.

Besitzt Z

( i )

2 F ( D ) die Darstellung Z

( i )

=

B +

p

D

2 C

mit der

•

ub er die F unktion 	 in

8.6.3 zugeordneten Idealklasse [ u

j

< 2 C ; B +

p

D > ], so wird dem Elemen t

~

Z

( i )

die

Idealklasse [ u

1 � j

< 2 C g

� 1

; B +

p

D > ] mit j 2 f 0 ; 1 g zugeordnet, je nac hdem, ob

die zustandek ommenden Basen orien tiert sind o der nic h t.

Dies zeigt, da�

~

Z

( i )

einen V ertreter v on uA

i

bildet, falls Z

( i )

ein V ertreter der Klasse

A

i

ist.

Die Gleic h ungen � ( M

( i ) �

r � 1

) = � � (

~

M

( i ) �

r � 1

) und grad M

( i ) �

r � 1

= grad

~

M

( i ) �

r � 1

erh

•

alt man

sofort aus Satz 5.4.6 mit b = g , und die Iden tit

•

at �

�

( Z

( i )

) = �

�

(

~

Z

( i )

) folgt aus

Korollar 5.4.7. �

Die Pro duktformeln aus Satz 12.3.3 (1)-(4) erhalten somit die folgende F orm:
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15.1.2 Satz

Es sei K = k (

p

D ) ein reell-quadratisc her F unktionenk

•

orp er mit Q

K

= 2, und Z

( i )

f

•

ur

i 2 f 1 ; : : : ; h

+

( K ) g wie zu Beginn des Kapitels gew

•

ahlt. Dann gilt:

(1) Ist D = D

1

D

2

mit D

1

6= 1 6= D

2

eine Zerlegung v on D in zw ei normierte P olynome v on

geradem Grad und

~

 der nac h 11.3.2 zu dieser Zerlegung geh

•

orige Gesc hlec h tsc harakter,

so gilt f

•

ur das Pro dukt der Klassenzahlen der imagin

•

ar-quadratisc hen K

•

orp er

h ( g D

1

) h ( g D

2

) =

( � 1)

m

( p + 1)

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

0

@

2 p

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

( � 1)

grad M

( i ) �

r � 1

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

+ W ( p � 1)

1

A

mit

W := # f M

�

r � 1

j r 2 f 1 ; : : : ; �

�

g ; grad M

�

r � 1

ungerade g

und m :=

grad D

2

.

F

•

ur den K

•

orp er k (

p

g D ) gilt

h ( g D ) =

( � 1)

m

p + 1

h

+

( K )

X

i =1

0

@

2 p

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

( � 1)

grad M

( i ) �

r � 1

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

+ W ( p � 1)

1

A

:

(2) Ist D = D

1

D

2

eine Zerlegung v on D in zw ei normierte P olynome ungeraden Grades

mit zugeh

•

origem Charakter

~

 , so gilt

h ( g D

1

) h ( g D

2

) =

1

2

( � � ( � 1))

m

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

� ( M

( i ) �

r � 1

)( � � ( � 1))

grad M

( i ) �

r � 1

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

;

w ob ei alle Bezeic hn ungen wie in (1) gew

•

ahlt seien.

(3) Un ter den V oraussetzungen v on Punkt (2) gilt

h ( D

1

) h ( D

2

) =

1

2

( � ( � 1))

m

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

� ( M

( i ) �

r � 1

)( � ( � 1))

grad M

( i ) �

r � 1

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

:

(4) F

•

ur das Pro dukt der Klassenzahlen der reell-quadratisc hen K

•

orp er gilt

h ( D

1

) h ( D

2

) =

1

2( p � 1)

2

R

1

R

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

0

@

p

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

(1 + � ( M

( i ) �

r � 1

))

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

�

( p � 1)

2

0

@

2( m � 1) R

K

+

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

(grad M

( i ) �

r � 1

)

2

1

A

1

A

;

w ob ei R

i

die Regulatoren v on k (

p

D

i

) sind und R

K

derjenige v on K .
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Beweis:

(1) Nac h Satz 12.3.3 (1) gilt f

•

ur den F all D = D

1

D

2

mit D

1

6= 1 6= D

2

die Iden tit

•

at

h ( g D

1

) h ( g D

2

) = L

~

 

(

� i

log p

) :

Ist Q

K

= 2, so ist

L

~

 

(

� i

log p

) =

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) Z (

� i

log p

; A

i

) =

1

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)( Z ( s; A

i

) + Z ( s; uA

i

)) ;

nac h De�nition 11.2.1, da es sic h b ei

~

 w egen Lemma 11.3.3 lediglic h um einen

Gesc hlec h tsc harakter der w eiten Idealklassen handelt.

Setzt man

Z ( s; A

i

) =

1

2

( L

0

( s; A

i

) + L ( s; A

i

))

in diese F ormel ein, so erh

•

alt man

L

~

 

(

� i

log p

) =

1

4

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)( L

0

( s; A

i

) + L

0

( s; uA

i

) + L ( s; A

i

) + L ( s; uA

i

)) :

Aus F olgerung 14.2.4 und Lemma 15.1.1 folgt

L (

� i

log p

; A

i

) = ( � 1)

m

0

@

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

� ( M

( i ) �

r � 1

)( � 1)

grad M

( i ) �

r � 1

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

1

A

= � L (

� i

log p

; uA

i

)

und L

0

(

� i

log p

; A

i

) = L

0

(

� i

log p

; uA

i

).

Es ist also

L

~

 

(

� i

log p

) =

1

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) L

0

(

� i

log p

; A

i

) ;

und aus der F ormel f

•

ur L

0

(

� i

log p

; A ) aus Satz 14.2.5 folgt die Behauptung.

Die F ormel f

•

ur h ( g D ) erh

•

alt man auc h in diesem F all analog, indem man

~

 

durc h den trivialen Charakter ersetzt und die Gleic h ung

h ( g D ) = ( p + 1) L

~

 

(

� i

log p

)

aus Satz 12.3.3 (1) b en utzt.

(2) Nac h Lemma 11.3.3 handelt es sic h b ei

~

 in diesem F all um einen ec h ten Ge-

sc hlec h tsc harakter v on C

+

( K ), der w egen 11.2.1 die Darstellung

L

~

 

( s ) =

1

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) L ( s; A

i

)

zul

•

a�t. F

•

ur � ( � 1) = � 1 folgt dann aus 12.3.3 (2) die Iden tit

•

at

h ( g D

1

) h ( g D

2

) =

1

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) L (0 ; A

i

)

14 : 2 : 4

=

1

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

� ( M

( i ) �

r � 1

)

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

:
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F

•

ur � ( � 1) = 1 ist analog zum Bew eis v on (1)

h ( g D

1

) h ( g D

2

) =

1

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) L (

� i

log p

; A

i

)

14 : 2 : 4

=

1

2

( � 1)

m

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

� ( M

( i ) �

r � 1

)( � 1)

grad M

( i ) �

r � 1

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

;

und das w ar die Behauptung.

(3) Der Bew eis dieser Aussage v erl

•

auft v ollst

•

andig analog zu Punkt (2).

(4) Nac h Satz 12.3.3 (4) ist

h ( D

1

) h ( D

2

) =

p

m

( p � 1)

2

R

1

R

2

L

~

 

(1)

mit den Regulatoren R

i

der K

•

orp er k (

p

D

i

) und der L-F unktion zum nic h t-

trivialen Gesc hlec h tsc harakter

~

 , w elc he man in der F orm

L

~

 

( s ) =

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) Z ( s; A

i

)

sc hreib en k ann. Da das Residuum v on Z ( s; A

i

) in s = 1, wie wir in 14.2.6

zeigten, nic h t v on der engen Idealklasse A

i

abh

•

angt und

~

 nic h t der triviale

Charakter ist, gilt

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

b

� 1

( K )

s � 1

=

b

� 1

( K )

s � 1

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

| {z }

=0

= 0

mit den Bezeic hn ungen des Satzes 14.2.6. Wir k

•

onnen demnac h folgern

lim

s ! 1

L

~

 

( s ) = lim

s ! 1

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

)

�

Z ( s; A

i

) �

b

� 1

( K )

s � 1

�

14 : 2 : 6

=

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) b

0

( A

i

) ;

also

h ( D

1

) h ( D

2

) =

p

m

( p � 1)

2

R

1

R

2

h

+

( K )

X

i =1

~

 ( a

i

) b

0

( A

i

) ;

w oraus nac h Einsetzen der F ormel f

•

ur b

0

( A

i

) aus 14.2.6 die Behauptung folgt.

�

15.2 Der F all h ( K ) = 1

Gilt zus

•

atzlic h zu den V oraussetzungen des Satzes 15.1.2 no c h h ( K ) = 1, so sind wir in der

Lage, einen festen V ertreter der Klasse O

K

= (1) = < !

1

; !

2

> zu w

•

ahlen und anhand der
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negativ en KBE des Basisquotien ten das Pro dukt der Klassenzahlen der gew

•

unsc h ten K

•

orp er

zu b erec hnen.

Hierzu sei O

K

in der Basisdarstellung O

K

= < 2 ;

p

D + [

p

D ] > gew

•

ahlt. Wie man leic h t

sieh t, handelt es sic h hierb ei um eine orien tierte Basis v on O

K

mit dem Basisquotien ten

Z :=

p

D +[

p

D ]

2

, der w egen sgn

p

D = 1 und j Z j > 1 > j Z j reduziert ist.

Mit der negativ en KBE dieses Elemen ts lassen sic h n un die Pro dukte der ob en b esc hrieb enen

Klassenzahlen explizit b erec hnen.

Hierb ei ist jedo c h zu b emerk en, da� aus der T ab elle 4 auf S. 71 folgt, da� die w eite Klassenzahl

des reell-quadratisc hen K

•

orp ers n ur dann ungerade sein k ann, w enn D ein Pro dukt zw eier

Primp olynome ungeraden Grades o der D selbst eine Primfunktion geraden Grades ist.

Aufgrund der V oraussetzung h ( K ) = 1 k ann es also k eine nic h t-triviale Zerlegung D = D

1

D

2

v on D in zw ei P olynome D

1

; D

2

2 I F

p

[ X ] mit grad D

i

� 0 (2) geb en.

Au�erdem k ann der F all h ( K ) = 1 in Zusammenhang mit Q

K

= 2 n ur dann auftreten, w enn

D ein Pro dukt zw eier Primfunktionen P

1

P

2

mit grad P

1

� grad P

2

� 1 (2) ist, denn f

•

ur D

prim und v on geradem Grad gilt Q

K

= 1 nac h [A], S. 198. Die Aussagen des Satzes 15.1.2 (1)

mit D

1

6= 1 6= D

2

und (4) sind demnac h un ter der V oraussetzung h ( K ) = 1 leer, brauc hen

also hier nic h t b etrac h tet zu w erden.

15.2.1 Satz

Es sei D ein quadratfreies normiertes P olynom mit grad D gerade, und es gelte h ( K ) = 1 f

•

ur

die w eite Klassenzahl des K

•

orp ers K = k (

p

D ). F erner sei Q

K

= 2 und Z :=

[

p

D ]+

p

D

2

. Sind

M

�

r

f

•

ur r � 0 die P artialbr

•

uc he der negativ en KBE v on Z und �

�

( Z ) die Quadratp erio de,

so gilt:

(1) Die Klassenzahl des imagin

•

ar-quadratisc hen K

•

orp ers k (

p

g D ) erh

•

alt man in der F orm

h ( g D ) =

( � 1)

m

p + 1

0

@

4 p

�

�

( Z )

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

+ 2 W ( p � 1)

1

A

mit

W := # f M

�

r � 1

j r 2 f 1 ; : : : ; �

�

( Z ) g ; grad M

�

r � 1

ungerade g

und m :=

grad D

2

.

(2) Ist D = D

1

D

2

eine Zerlegung v on D in zw ei normierte P olynome ungeraden Grades, so

gilt h

+

( D ) = 2, und es ist

h ( g D

1

) h ( g D

2

) = ( � � ( � 1))

m

�

�

( Z )

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( � � ( � 1))

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

;

w ob ei alle Bezeic hn ungen wie in (1) gew

•

ahlt seien.

(3) Un ter den V oraussetzungen v on Punkt (2) gilt

h ( D

1

) h ( D

2

) = ( � ( � 1))

m

�

�

( Z )

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( � ( � 1))

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

:
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Beweis:

(1) Man erh

•

alt

h ( g D ) =

( � 1)

m

p + 1

0

@

4 p

�

�

( Z )

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

+ 2 W ( p � 1)

1

A

mit

W := # f M

�

r � 1

j r 2 f 1 ; : : : ; �

�

( Z ) g ; grad M

�

r � 1

ungerade g

direkt aus Satz 15.1.2 (1).

(2) In diesem F all k ann D n ur ein Pro dukt zw eier Primp olynome ungeraden Grades

sein. Ist � ( � 1) = � 1, so gilt mit Satz 15.1.2 (2) und Lemma 15.1.1

h ( g D

1

) h ( g D

2

) =

�

�

( Z )

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

:

Ist hingegen � ( � 1) = 1, so ist mit derselb en Begr

•

undung

h ( g D

1

) h ( g D

2

) = ( � 1)

m

�

�

( Z )

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

:

(3) Der Bew eis v erl

•

auft analog zu den Ausf

•

uhrungen in (2).

�

15.2.2 Bemerkung

An dieser Stelle ist zu b emerk en, da� sic h die v on Ha yes b ewiesenen Theoreme 8.9 und 8.14

aus [H1], S.232f. hier sofort aus 15.2.1 (1)-(3) folgern lassen.

F

•

ur die F ormel v on Ha yes sind in 15.2.1 (1) die Quadratp erio de der negativ en KBE-Art

durc h die Quasip erio de der Standard-KBE-Art, und die P artialbr

•

uc he M

�

r � 1

der negativ en

KBE v on Z durc h die P artialbr

•

uc he der Standard-KBE v on 2 Z zu ersetzen. Dies f

•

uhrt auf die

selb en W erte, w enn man ausn utzt, da� sic h w egen Satz 5.4.3 w eder durc h Multiplik ation v on

Z mit einem F aktor aus I F

�

p

no c h durc h V erw endung einer anderen KBE-Art an den Graden

der P artialbr

•

uc he et w as

•

andert.

W eiterhin gilt auc h

� (2 Z )

5 : 4 : 4

= � ( Z ) = �

�

( Z )

6 : 2 : 2

= �

�

( Z )

5 : 4 : 7

= �

�

(2 Z ) ;

denn w

•

are � ( Z ) 6= �

�

( Z ), so w

•

are

Z

�

�

Z

= g

� 1

nac h Korollar 5.4.9 (ii), denn Z und Z

�

�

sind

reduziert. Das w

•

urde ab er Z �

+

Z

�

�

=

~

Z mit

~

Z aus 15.1.1 b edeuten, w as w egen Q

K

= 2 nic h t

sein k ann, denn dann w

•

urden die Klassen O

K

und u O

K

zusammenfallen.

Mit denselb en Begr

•

undungen erh

•

alt man Theorem 8.14 v on Ha yes im F all � ( � 1) = � 1 aus

15.2.1 (2) und im F all � ( � 1) = 1 aus (3), w enn man b emerkt, da� der W ert � (( � 1)

r � 1

A

S

r

)

b ei Ha yes dem W ert � ( M

�

r � 1

) nac h F olgerung 5.1.4 en tspric h t. Der F aktor � (2) b ei Ha yes

en tspringt nac h 5.4.6 aus der V erw endung v on 2 Z statt Z f

•

ur die Standard-KBE-Art anstelle

der negativ en KBE-Art.
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16 Beispiele

16.1 Der F all h ( K ) = 1

Wir w ollen zus

•

atzlic h zu den Beispielen v on Ha yes (s. [H1], S.234f.) die in Kapitel 16 herge-

leiteten F ormeln no c h an allgemeineren F

•

allen v eri�zieren.

(a) Es sei p = 3 und P ( X ) = X

3

� X � 1 2 I F

3

[ X ]. Dann k

•

onnen wir g = 2 = � 1 w

•

ahlen,

und es gilt h ( X P ) = 1, h ( P ) = 1 nac h [A], S. 232/233 und h ( g P ) = h ( � P ) = 7 w egen

h ( D ) + h ( g D ) = 2( p + 1) f

•

ur kubisc he D 2 I F

p

[ X ] (s. [A ], S. 230).

Wir w ollen diese Ergebnisse anhand der negativ en KBE des Elemen ts Z = (

p

D +

[

p

D ]) = 2 v eri�zieren. Man b erec hnet zun

•

ac hst [

p

D ] = X

2

+ 1 und dann

Z =

X

2

+ 1 +

p

D

2

= [ X

2

+ 1 ; X + 2 ; X ; X + 2]

�

:

Die P erio de, und somit auc h die Quadratp erio de der negativ e KBE ist also �

�

= �

�

= 4.

Da X P zw ei Primfaktoren ungeraden Grades b esitzt, gilt Q

K

= 2, also h

+

( X P ) = 2.

Es gibt somit zw ei enge Idealklassen O

K

und u O

K

und zw ei Gesc hlec h tsc haraktere: den

trivialen und den zu X P geh

•

origen ec h ten Gesc hlec h tsc harakter  mit  ( O

K

) = 1 und

 ( u O

K

) = � 1.

Wir erhalten w egen � ( � 1) = � 1 die F ormeln

h ( � X ) h ( � P )

h ( � X )=1

= h ( � P ) =

4

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)

j M

�

r � 1

j � 1

2

= 4 + 1 + 1 + 1 = 7

und

h ( X ) h ( P ) = h ( P ) = ( � 1)

2

4

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

2

= (4 � 1 � 1 � 1) = 1 :

Dies b est

•

atigt unsere Aussagen 15.2.1 (2) und (3).

Nat

•

urlic h l

•

a�t sic h auc h die Klassenzahl h ( � X P ) b erec hnen, w elc he nac h [A], S. 233

den W ert 6 hab en m u�.

In 15.2.1 (1) gilt W = 3, und somit

h ( � X P ) =

( � 1)

2

4

 

12

4

X

r =1

( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

2

+ 12

!

=

1

4

(12(4 � 1 � 1 � 1 ) + 1 2) = 6 :

(b) Das Beispiel un ter (a) wurde v on D. R. Ha yes sc hon mit F ormeln v eri�ziert, in denen

die Standard-KBE des Elemen ts

p

D + [

p

D ] b en utzt wurde. Er b erec hnete die Aus-

dr

•

uc k e lediglic h f

•

ur Primfunktionen geraden Grades { hier gilt jedo c h immer Q

K

= 1 {

und f

•

ur D = X P mit einem Primp olynom P ungeraden Grades.

Basierend auf den Ausf

•

uhrungen in [A] implemen tierten B. Weis (s. [W ],[WZ ]) und A.

Stein (s. [St1 ]) f

•

ur das Computer - Algebra - System SIMA TH Algorithmen zur Berec h-

n ung der Grundeinheit, des Regulators und der Klassenzahl eines reell-quadratisc hen

F unktionenk

•

orp ers.

T ab ellen, w elc he auf diesen Berec hn ungen b eruhen, �ndet man in [WZ ], S. 275�.
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Diese basieren s

•

am tlic h auf der Standard-KBE Artin-reduzierter Elemen te, lassen sic h

jedo c h un ter Zuhilfenahme des Lemmas 5.1.3 auf b eliebige KBE-Arten umsc hreib en,

so da� es m

•

oglic h wird, die v ersc hiedenen P erio den der engen o der negativ en KBE

reduzierter Elemen te und deren P artialbr

•

uc he zu b erec hnen.

V on der Vielzahl an Beispielen mit h ( D ) = 1 und Q

K

= 2, in denen die F unktion D in

15.2.1 (2) nic h t durc h X teilbar ist, sei hier eines herausgegri�en.

F

•

ur p = 3 seien P

1

( X ) := X

3

+ 2 X

2

+ 2 X + 2 und P

2

( X ) := X

3

+ X

2

+ 2 X + 1 2 I F

3

[ X ].

Wir b etrac h ten das P olynom D = P

1

P

2

v om Grad 6.

Der reell-quadratisc he K

•

orp er K := k (

p

D ) hat nac h [WZ ], S.281 die Klassenzahl

h ( K ) = 1. Nac h [A], S.232 gilt h ( P

1

) = 5 und h ( P

2

) = 3.

Un ter Zuhilfenahme v on an die negativ e KBE angepa�ten Algorithmen b erec hnet man

die negativ e KBE des Elemen ts Z

�

0

= Z :=

1

2

(

p

D + [

p

D ]).

Man erh

•

alt

r 1 2 3 4

Z

�

r � 1

1

2

(

p

D + X

3

)

p

D + X

3

2 X

2

+2

p

D + X

3

+2 X

2 X

2

+2

1

2

(

p

D + X

3

) = Z

�

0

M

�

r � 1

X

3

X X X

3

Es ist also Z = [ X

3

; X ; X ]

�

mit �

�

( Z ) = �

�

( Z ) = � ( Z ) = 3.

W egen p = 3 ist � ( � 1) = � 1, und wir stellen mit Satz 15.2.1 (3) fest, da�

( � 1)

3

3

X

r =1

� ( M

�

r � 1

)( � 1)

grad M

�

r � 1

j M

�

r � 1

j � 1

p � 1

= � (1 � ( � 1)

27 � 1

3 � 1

+( � 1)+( � 1)) = � ( � 15) = 15

gilt, w omit die F ormel an diesem Beispiel v eri�ziert wurde.

16.2 Der F all h ( K ) > 1

Zw ei letzte Beispiele seien dem mehrklassigen mehrgesc hlec h tigen F all gewidmet, der unsere

b esondere Aufmerksamk eit b ek ommen soll, da es hier n

•

otig wird, die W erte der Gesc hlec h ts-

c haraktere f

•

ur die v ersc hiedenen Idealklassen auszurec hnen.

16.2.1 Der F all # G

+

( K ) = 2

Es sei p = 3 und

D ( X ) = X

6

+ X

4

+ X

2

+ 2 = ( X

3

+ 2 X + 2)( X

3

+ 2 X + 1) = D

1

D

2

2 I F

3

[ X ]

mit h ( D

1

D

2

) = 3 (s. [WZ ], S.282), h ( D

1

) = 1 und h ( D

2

) = 7 (s. [A], S.232).

Mit Hilfe der Implemen tierungen v on B. Weis k ann man n un, da es drei w eite Idealklassen

gibt, V ertreter a

1

; a

2

und a

3

in F orm v on ganzen Idealen mit orien tierten Basen b erec hnen,
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deren zugeh

•

orige Basisquotien ten reduziert sind. Da D zw ei Primfaktoren ungeraden Grades

en th

•

alt, gilt Q

K

= 2, also h

+

( K ) = 6.

Es gibt also genau einen nic h t-trivialen Gesc hlec h tsc harakter  , n

•

amlic h denjenigen, der zu

der Zerlegung D = D

1

D

2

geh

•

ort. Bei diesem handelt es sic h nac h Lemma 11.3.3 um einen

ec h ten Gesc hlec h tsc harakter v on C

+

( K ). Auc h die W erte  ( A

i

) f

•

ur i = 1 ; 2 ; 3 lassen sic h nac h

11.3.2 mit der Norm der Idealv ertreter einfac h b erec hnen.

Es ist

Klasse A

1

= O

K

A

2

A

3

V ertreter < 2 ; X

3

+ 2 X +

p

D > < 2( X

2

+ 1) ; X

3

+ X + 1 +

p

D > < 2( X

2

+ X + 2) ; X

3

+ X +

p

D >

 ( A

i

) = 1

h

X

3

+2 X +2

X

2

+1

i

= � 1

h

X

3

+2 X +2

X

2

+ X +2

i

= � 1

Wir hab en demnac h n ur no c h die negativ e KBE der Elemen te

Z

(1)

:=

1

2

( X

3

+ 2 X +

p

D ) ; Z

(2)

:=

1

2

X

3

+ X +

p

D

X

2

+ 1

und Z

(3)

:=

1

2

X

3

+ X +

p

D

X

2

+ X + 2

zu b erec hnen. Man erh

•

alt

Z

(1)

= [ X

3

+ 2 X ]

�

;

Z

(2)

= [ X ; X + 2 ; X + 1]

�

und

Z

(3)

= [ X + 2 ; X ; X + 1]

�

;

also �

�

( Z

(1)

) = �

�

( Z

(1)

) = 1 und �

�

( Z

(2)

) = �

�

( Z

(3)

) = 3.

Es seien n un A

+

2 i � 1

:= A

2 i � 1

und A

+

2 i

:= uA

2 i � 1

f

•

ur i = 1 ; 2 ; 3 die Elemen te v on C

+

( K ). Da

~

Z

( i )

:= g Z

( i )

nac h 15.1.1 ein V ertreter v on A

+

2 i

ist und somit

�

�

( Z

( i )

)

X

r =1

� ( M

( i ) �

r � 1

)( � 1)

grad M

( i ) �

r � 1

j M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

= �

�

�

(

~

Z

( i )

)

X

r =1

� (

~

M

( i ) �

r � 1

)( � 1)

grad

~

M

( i ) �

r � 1

j

~

M

( i ) �

r � 1

j � 1

p � 1

gilt, hab en wir nac h 15.1.2 (3) w egen  ( A

+

i

) = �  ( uA

+

i

) die Iden tit

•

at

h ( D

1

) h ( D

2

) =

1

2

( � 1)

3

3

X

i =1

2

 

� ( M

(1) �

0

)( � 1)

grad M

(1) �

0

j M

(1)

0

j � 1

p � 1

�

3

X

r =1

� ( M

(2) �

r � 1

)( � 1)

grad M

(2) �

r � 1

j M

(2) �

r � 1

j � 1

p � 1

�

3

X

r =1

� ( M

(3) �

r � 1

)( � 1)

grad M

(3) �

r � 1

j M

(3) �

r � 1

j � 1

p � 1

!

= � ( � 13 �

3

X

r =1

( � 1) �

3

X

r =1

( � 1)) = 7 ;

w as unsere Aussagen b est

•

atigt.

Zuletzt m

•

oc h ten wir no c h ein Beispiel anf

•

uhren, in w elc hem nic h t n ur ec h te Gesc hlec h tsc ha-

raktere zu b erec hnen sind.
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16.2.2 Der F all # G ( K ) = 4

Als Beispiel f

•

ur eine nic h t-triviale Zerlegung der Art 15.1.2 (1) sei p = 11 und

D ( X ) := X

4

+ 10 X + 8 = ( X + 9)( X + 5)( X

2

+ 8 X + 8) = P

1

P

2

P

3

2 I F

11

[ X ] :

Wieder k ann g = � 1 gew

•

ahlt w erden.

Man b erec hnet h ( D ) = 2 und h

+

( D ) = 4, da D zw ei Linearfaktoren en th

•

alt. Nac h F olgerung

10.2.1 sind s

•

am tlic he engen Klassen am big, es gibt somit vier Gesc hlec h tsc haraktere und

un ter ihnen nac h 11.3.3 zw ei ec h te. Diese sind genau diejenigen, w elc he zu den Zerlegungen

P

1

( P

2

P

3

) und P

2

( P

1

P

3

) geh

•

oren. Sie seien mit  

13

und  

23

b ezeic hnet. W eiterhin seien  

0

der

triviale und  

1

der zur Zerlegung ( P

1

P

2

) P

3

geh

•

orige Charakter. Ist u 2 O

K

ein Elemen t mit

� ( N ( u )) = � 1, z.B. u :=

p

D , so b erec hnet man

Klassen A

1

A

2

A

3

A

4

V ertreter a = < 2 ; X

2

+

p

D > ( u ) a b = < 2( X + 8) ; X

2

+ 10 +

p

D > ( u ) b

 

1

( A

i

) 1 1 -1 -1

 

13

( A

i

) 1 -1 1 -1

 

23

( A

i

) 1 -1 -1 1

F

•

ur die reduzierten Basisquotien ten Z

(1)

:=

X

2

+

p

D

2

und Z

(2)

:=

X

2

+10+

p

D

2 X +5

v on a und b gilt

Z

(1)

= [ X

2

; 4 X + 10 ; 7 X + 5 ; 2 X + 1 ; 7 X + 5 ; 4 X + 10 ]

�

;

also �

�

( Z

(1)

) = �

�

( Z

(1)

) = 6, und

Z

(2)

= [ X + 3 ; 7 X + 8 ; 3 X + 4 ; 9 X + 7 ; 3 X + 4 ; 7 X + 8 ; X + 3

| {z }

�

�

( Z

(2)

)=7

; ::: ]

�

;

denn es ist Z

(2) �

7

= 5 Z

(2)

und 5 = 4

2

2 I F

� 2

11

.

Nac h [A], S.230 ist h ( g P

1

P

2

) h ( g P

3

) = 4. Dies w ollen wir n un mit der F ormel 15.1.2 (1) f

•

ur

diese Zerlegung v eri�zieren. Wir b en utzen dazu den Charakter  

1

, dessen W erte wir f

•

ur die

Idealklassen sc hon b estimm t hab en, und erhalten wieder un ter An w endung v on 15.1.1 die

Gleic h ung

h ( g P

1

P

2

) h ( g P

3

) =

1

12

2

 

4 � 11 �

6

X

r =1

( � 1)

grad M

(1) �

r � 1

j M

(2) �

r � 1

j � 1

11 � 1

+ 2 � 5(11 � 1)

� 4 � 11

7

X

r =1

( � 1)

grad M

(2) �

r � 1

j M

(2) �

r � 1

j � 1

11 � 1

+ 2 � 7(11 � 1)

!

=

1

12

2

((44 � (12 � 5) + 100) � (44 � ( � 7) + 140)) =

576

144

= 4 :
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Bei diesem Beispiel �ndet auc h die F ormel 15.1.2 (4) An w endung.

Nac h [A] gilt h ( D ) = 1 f

•

ur quadratisc he D , d.h. h ( P

1

P

2

) h ( P

3

) = 1. F

•

ur die Regulatoren R

1

und R

2

der K

•

orp er k (

p

P

1

P

2

) und k (

p

P

3

) gilt eb enfalls R

1

= R

2

= 1.

W eiterhin k ann man die p ositiv e Grundeinheit �

1

mit Satz 7.2.2 b erec hnen und erh

•

alt

�

1

= (8 X

7

+ 2 X

6

+ 3 X

5

+ X

4

+ 3 X

3

+ 3 X + 3) � (8 X

5

+ 2 X

4

+ 3 X

3

+ 5 X

2

+ 5 X + 10)

p

D ;

und damit R

K

= 7. Setzt man dies in die F ormel 15.1.2 (4) ein, so ergibt sic h

h ( P

1

P

2

) h ( P

3

) =

1

200

( 11(24 + 2 + 2) � 5(2 � 7 + (4 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1))

+11 � 6 � 5(14 + 9) � 11 � 10 + 5(14 + 7) � 11(2 + 2) + 5(14 + 7))

=

1

200

(308 � 115 + 66 � 115 � 110 + 105 � 44 + 105) = 1 :

Dies liefert eine Best

•

atigung unserer Aussagen.
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